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Resume´
La turbulence est un phénomène physique majeur de la formation du système so-
laire. Malheureusement, la simulation numérique d’un fluide astrophysique réaliste est
hors de portée des meilleurs super-calculateurs actuels. Pour surmonter cet écueil, on a
généralement recours à des modèles qui permettent de réduire le nombre de degrés
de liberté du problème. Nous avons utilisé une approche traditionnelle, de type champ
moyen avec viscosité turbulente, pour identifier les phénomènes physiques directeurs
de la formation du système solaire externe. En utilisant le fractionnement isotopique
du rapport D/H entre l’eau et l’hydrogène moléculaire, nous avons déterminé avec
précision les conditions thermodynamiques sous-jacentes à la formation des comètes
et des planètes géantes. En particulier, nous avons pu reproduire les mesures actuelles
sur la composition élémentaire des planètes géantes. Cependant, les objets du sys-
tème solaire externe montrent une grande disparité de compositions qui semble être
intimement liée aux fluctuations turbulentes dans la nébuleuse solaire primitive. Ces
fluctuations étant explicitement evincées de l’approche traditionnelle, nous devons
développer un modèle les prenant en compte. Les fondements théoriques d’un tel
modèle ont été définis, puis appliqués à un écoulement cisaillé simple : l’écoulement
de Couette plan.
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Abstract
Turbulence is a major physical process of the solar system formation. However, its
direct numerical simulation by available computers remains impossible, due to the dra-
matic range of dynamical scales in the flow. To circumvent this difficulty, a model en-
abling an effective reduction of the degrees of freedom of the problem is actually
used. For accretion disks it is classically done by calculating only the mean quantities
of the flow and parameterizing the fluctuations with a turbulent viscosity. We have used
this approach to isolate the main physical processes governing the whole process of
planetary formation. By using the constraint relying in the D/H fractionation between
water and hydrogen, we have precisely defined the thermodynamical properties of
the solar nebula in which comets and giant planets formed. Especially, we have been
able to interpret current observational data on giant planets composition. However,
the outer solar system bodies exhibit a large variety in their compositions which seems
closely related to turbulent fluctuations in the solar nebula. Since fluctuations are ex-
plicitally excluded from the standard approach, it seems necessary to develop a new
model in which they are calculated. The theoretical basis of such model has been
defined and applied to the simplest shear flow : the plane Couette flow.
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Chapitre 1
Introduction : turbulence dans la
ne´buleuse solaire primitive ?
Ce manuscrit s’articule autour de l’étude du rôle de la turbulence dans la forma-
tion du système solaire, de l’identification de ses caractéristiques principales et de la
recherche d’une approche adéquate pour la modéliser.
Ce premier chapitre a pour but d’exposer la vision actuelle de la formation du
système solaire, du concept de nébuleuse solaire primitive, de son origine et de ses
propriétés. Ainsi deux questions seront abordées ici : qu’est-ce que la nébuleuse solaire
primitive ? Pourquoi est-elle turbulente ?
1.1 Syste`me solaire et ne´buleuse solaire primitive
Le concept de nébuleuse solaire primitive a été introduit d’abord par Kant (1755)
puis par Laplace (1796). Ils avaient remarqué que la presque parfaite coplanarité des
planètes du système solaire semblaient indiquer que ces planètes provenaient d’un
disque. Laplace lui donna son nom : nébuleuse solaire primitive. Ils s’étaient inspirés
de Descartes (1644) qui avait déjà imaginé que les étoiles, comme les planètes se
formaient dans de grands tourbillons (qui pour lui faisaient le lien entre la matière et
l’ether).
L’extraordinaire clairvoyance de ces pères fondateurs suscite notre admiration et il
n’y a en définitive presque rien à y ajouter. Ils avaient déjà compris que ce disque de
gaz et de poussières évoluait et en se refroidissant permettait aux différents éléments
chimiques de se condenser pour construire les briques des planètes.
Jusqu’au début des années 1990, aucune preuve directe ne fut avancée quand
à l’existence passée de la nébuleuse. Pourtant la crédibilité de ce scénario fut ren-
forcée grâce à l’observation des environnements circumstellaires par des télescopes
modernes.
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1.2 Ne´buleuse solaire primitive et disques circumstellaires
On se rendit alors compte que environ 80% des étoiles jeunes étaient entourées
d’un disque de matière assez dense. Il était alors logique de penser que la nébuleuse
ne fût qu’un disque parmi d’autres et de rechercher des indices sur sa structure en étu-
diant les disques autour d’étoiles jeunes.
Jusqu’à il y a une dizaine d’années, les disques autour d’étoiles jeunes n’étaient
observés que de façon très indirecte :
- Pour expliquer les profils de raie de type P Cygni inverse ainsi que l’excès ultraviolet
des étoiles YY Orionis, Walker (1972) fut le premier à proposer l’existence d’un
disque circumstellaire autour de ces étoiles.
- Lynden-Bell and Pringle (1974) proposèrent que l’excès du continuum des étoiles T
Tauri pouvait être expliqué par la présence d’un disque d’accrétion turbulent. La
confirmation de cette hypothèse ne vint qu’avec l’avènement des satellites IRAS
(satellite infrarouge) et IUE (satellite ultraviolet) vers les années 1985.
Bien que de nombreux travaux aient supposé l’existence des disques circumstel-
laires et aient pu dans une certaine mesure les caractériser, il fallut attendre les an-
nées 1990 pour qu’ils soient observés directement. Les figures 1.1 et 1.2 montrent deux
images de disques circumstellaires vus par la tranche.
Fig. 1.1 – Image du disque de HK Tau vu
par la tranche par la came´ra grand champ
du te´lescope spatial.
Fig. 1.2 – Image du disque de IRAS
04302+2247 vu par la tranche par le
te´lescope spatial.
Ces disques ont une taille comprise entre 100 et 1000 unités astronomiques (UA).
Sachant qu’ils sont généralement situés dans le nuage du Taureau, situé à 150 parsec
du système solaire, la puissance actuelle des moyens d’observation dont nous dispo-
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sons permet de les résoudre spatialement1. Par exemple le télescope spatial, qui a
une résolution de l’ordre de 0.04 secondes d’arc ce qui correspond à cette distance
à 6 unités astronomiques, a pu fournir les images parfaitement résolue des figures 1.1
et 1.2. Ces estimations sont bien sur à nuancer par le fait que le disque est beaucoup
moins brillant que l’étoile centrale et donc sans coronographie, les régions centrales
sont inobservables. De plus les longueurs d’onde accessibles au télescope spatial ne
permettent pas de sonder l’intérieur du disque.
Néanmoins, les disques circumstellaires sont résolus spatialement et certaines pro-
priétés de ces disques ont pu être déduites. Il existe en particulier deux approches
principales permettant d’en estimer la structure radiale :
- Dans les longueurs d’onde visibles les images (celles des figures 1.1 et 1.2 par exemple)
montrent la lumière diffusée par la surface du disque. La reproduction synthétique
de ces images permet d’obtenir de puissantes contraintes sur la structure radiale
de la densité dans le disque.
- Les raies rotationnelles de CO observées aux longueurs d’onde millimétriques per-
mettent de sonder le disque en profondeur. Il est possible, à partir du décalage
Doppler de ces raies et de leurs profils mesurés en différents points de l’espace,
d’utiliser une méthode d’inversion pour tirer de nombreuses informations sur la
structure radiale du disque dans les régions externes (au delà de 100 unités as-
tronomiques) : profil de vitesse angulaire, de densité et de température. Cette
méthode a en particulier permis de démontrer que le profil de vitesse angulaire
est keplerien dans les région externes de plusieurs disques circumstellaires.
Ces deux méthodes sont basées sur des méthodes d’inversion impliquant un grand
nombre de paramètres et le risque est toujours présent de trouver un minimum local
dans l’espace de ces paramètres qui ne soit pas la solution réelle. Elles ont néanmoins
permis d’apporter de précieuses contraintes sur la structure des disques circumstel-
laires. La table 1.1 montre quelques résultats de ces observations.
p β q Re´fe´rence
HH 30 0.75 1.45 Burrows et al. (1996)
HK Tau 0.3− 1.5 1.2 Stapelfeldt et al. (1998)
GG Tau 1.5 1.25 0.5 Dutrey et al. (1994)
DM Tau ∼ 1.5 1.26 0.63 Guilloteau and Dutrey (1998)
GM Aur 1.57 1.18 0.64 Dutrey et al. (1998)
Tab. 1.1 – Structure radiale de quelques disques circumstellaires, ou` la densite´ surfacique
suit la loi Σ ∝ R−p ou` R est le rayon, l’e´paisseur du disque la loi H ∝ Rβ et la
tempe´rature la loi T ∝ R−q.
Ces mesures permettent en outre de connaître quelques caractéristiques physiques
des disques circumstellaires. En particulier Guilloteau and Dutrey (1998) ont mesuré que
1Une re´solution angulaire d’une seconde d’arc se traduit par une re´solution spatiale de 150 unite´s
astronomiques pour un objet situe´ a` 150 parsec.
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la densité numérique de molécules suivait la loi :
n(R) = 108
( R
100 UA
)−2.75
cm−3 (1.1)
Sachant que le libre parcours moyen est donné par λ = 1/(nσ) où σ est la section
efficace de collision dans le gaz, en prenant une valeur typique σ ' 10−16cm nous
pouvons en déduire que le libre parcours moyen est de l’ordre de :
λ ' 10−5
( R
100 UA
)2.75
UA (1.2)
Sachant que l’échelle caractéristique de l’écoulement est de l’ordre de 1 UA, cela
permet d’assurer que le nombre de Knusden Kn défini par le rapport du libre parcours
moyen aux échelles caractéristique de l’écoulement, est toujours plus petit que 1. Il at-
teint péniblement 10−2 à 1000 UA de l’étoile. Ceci permet de déduire que les disques
circumstellaires sont fluides, ce qui n’était pas évident a priori2.
Un autre résultat intéressant de Guilloteau and Dutrey (1998) est leur estimation du
nombre de Mach turbulent. Ils ont en effet pu, en étudiant les profils des raies de CO,
estimer la part thermique et la part non thermique de l’élargissement Doppler et on
trouvé que le nombre de Mach dans les régions externes du disque est de l’ordre de
0.2 − 0.3. Sachant que la température décroît avec la distance à l’étoile, cela per-
met de savoir que l’écoulement a un comportement incompressible dans les régions
internes et qu’il ne devient faiblement compressible qu’après une centaine d’unités
astronomiques.
1.3 Les disques sont-ils turbulents ?
La turbulence est un ingrédient communément admis de la physique des disques
circumstellaires. Elle permet d’interpréter les excès de luminosité Lynden-Bell and Pringle
(1974) et les échelles de temps d’évolution (Hartmann et al. 1998). Son utilité ne démon-
trant pas son existence, nous verrons ici les preuves observationnelles et théoriques de
son existence plus en détail.
1.3.1 Tests observationnels
Les tests observationnels de l’existence de la turbulence dans les disques sont sou-
vent très indirects et ne peuvent être considérés comme des preuves que si une mo-
délisation réaliste et poussée accompagne l’intuition. Un bon exemple est l’excès in-
frarouge des étoiles T Tauri. Traditionnellement considéré comme la conséquence de
la turbulence dans le disque (Lynden-Bell and Pringle 1974), cet excès est parfaite-
ment expliquable par une illumination d’un disque (éventuellement non-turbulent) par
2Remarquons tout de meˆme que bien que le disque soit fluide, le libre parcours moyen du gaz a`
100 UA de l’e´toile est de l’ordre du millier de km !
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l’étoile centrale (Chiang and Goldreich 1997).
Une des rares preuves directes que nous puissions retenir est la mesure précédem-
ment évoquée d’une dispersion de vitesse non-thermique dans les disques circumstel-
laires (voir par exemple Guilloteau and Dutrey (1998)). Cette dispersion de vitesse peut
être considérée comme une preuve de l’existence de la turbulence dans les régions
externes de certains disques.
Cela ne résout pas le problème de son existence dans les régions internes, régions
où les planètes sont supposées s’être formées. Ces régions sont responsables de l’ex-
cès de luminosité des étoiles T Tauri dans les longueurs d’onde visibles et ultraviolettes.
Cette zone est la zone d’interaction des régions internes du disque avec l’étoile si le
disque n’est pas magnétisé ou avec le champ magnétique stellaire si le disque est
ionisé. Dans cette région le champ de vitesse du disque se raccorde à la vitesse de
rotation de l’étoile par une couche limite. Une manifestation de l’existence de cette
couche limite est l’excès de flux aux longueurs d’onde UV. Notons que certains disques
ne présentent pas cet excès UV. Il faut alors imaginer un autre moyen de raccorder
l’étoile et le disque. Une possibilité serait d’invoquer un fort champ magnétique dont
les lignes de champ ancrées dans le disque l’entraîneraient de manière inertielle. Dans
tous les cas, l’interaction disque/étoile se manifeste par une luminosité appelée lumi-
nosité d’accrétion qui peut s’exprimer par :
L =
GM∗M˙
2R∗
(1.3)
où M∗ est la masse de l’étoile, R∗ le rayon interne de cette zone d’interaction (le rayon
de l’étoile dans le cas d’un disque non magnétisé) et M˙ le taux d’accrétion obser-
vationnel (déterminé à partir de la luminosité et de cette relation, voir Hartigan et al.
(1995)). Cette luminosité est, dans l’état stationnaire, égale à la création d’énergie in-
terne par dissipation visqueuse dans la couche limite. Dubrulle and Hersant (2002) ont
montré que, dans le cas d’une couche limite, elle pouvait s’exprimer par :
L
L˜
= 0.5
1(
ln[10−4Re2]
)3/2 (1.4)
où L˜ = ΣR4∗Ω
3
∗ et Re = R
2
∗Ω∗/ν, où Ω∗ est la vitesse angulaire de l’étoile et ν la
viscosité moléculaire du disque. Cette relation peut être réécrite en terme de taux
d’accrétion en utilisant la relation 1.3 :
M˙
˜˙M
= 0.5
1(
ln[Re210−4]
)3/2 (1.5)
où
˜˙M = 2
R∗L˜
GM∗
= 2
ΣR5∗Ω
3
∗
GM∗
= 2.8× 10−6Myr−1
( n∗
1019cm−3
)( Ω∗
9× 10−6s−1
)3(
R∗
1011cm
)6(
M
M∗
)
H∗
r∗
,
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Re =
R2∗Ω∗
ν
= 9× 1013
( n∗
1019cm−3
)( Ω∗
9× 10−6s−1
)(
R∗
1011cm
)2(
T∗
104K
)−1/2
(1.6)
où :
n∗ est la densité numérique de particules à R∗ (valeur typique : 1019cm−3).
T∗ est la température à R∗ (valeur typique : 104K)
H∗ est l’épaisseur du disque à R∗ (valeur typique : 0.1 R∗)
Ces valeurs peuvent être obtenues en extrapolant les mesures de Guilloteau and
Dutrey (1998) jusqu’à R∗, mais restent des valeurs classiques trouvées par les modèles.
Une étole T Tauri typique a une période de rotation de 7 jours (Bouvier et al. 1997),
un rayon de 3 R et une masse de 0.5M (Hartmann et al. 1997). Pour ce calcul nous
supposerons que le disque n’est pas magnétisé. L’application numérique de l’équation
1.5 donne alors :
M˙typique = 8× 10−8M/an (1.7)
pour un H∗/R∗ typique de 0.1. Ce résultat est en très bon accord avec les taux
d’accrétion typiques mesurés dans les étoiles T Tauri classiques qui sont de 10−7 M/an.
Le nombre de Reynolds peut également être calculé à partir de ces paramètres
typiques. De l’ordre de 1014 dans les régions les plus internes du disque, il suit une loi en
R−2.45, est de l’ordre de 106 à 1 unité astronomique et chute à 50 à 100 unités astrono-
miques.
Cette comparaison avec les couches limites turbulentes permet d’expliquer les lu-
minosités moyennes observées dans les étoiles pré-sequence principale. Jusqu’ici nous
nous sommes concentrés sur la luminosité moyenne des disques circumstellaires. Pour-
tant cette luminosité fluctue et ces fluctuations de luminosité peuvent apporter des
informations importantes sur leur origine.
Ces fluctuations sont la contrepartie naturelle des fluctuations de dissipation d’éner-
gie observées dans tout fluide turbulent. Ces fluctuations ont été étudiées en détail
dans l’écoulement de Couette-Taylor (écoulement entre deux cylindres coaxiaux en
rotation indépendante, dans le cas où le cylindre extérieur est au repos) par Lathrop
et al. (1992). Ils ont trouvé que la statistique des fluctuations est log-normale et que ce
comportement est universel, c’est-à-dire qu’il ne dépend pas du nombre de Reynolds.
Les figures 1.3 et 1.4 montrent conjointement les statistiques des fluctuations de lu-
minosité respectivement de l’étoile Fu Ori V Cyg et de l’étoile T Tauri BP Tau comparées
aux statistiques des fluctuations de puissance dissipée dans l’expérience de Lathrop
et al. (1992).
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Fig. 1.3 – Statistiques des fluctua-
tions : de luminosite´ de l’e´toile Fu
Ori V1057 Cyg (croix) et de puissance
dissipe´e dans l’expe´rience de Lathrop
et al. (1992)
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Fig. 1.4 – Statistiques des fluctua-
tions : de luminosite´ de l’e´toile T Tauri
BP Tau (croix) et de puissance dissipe´e
dans l’expe´rience de Lathrop et al.
(1992)
Ces figures montrent que même les fluctuations de luminosité des étoiles jeunes ont
un comportement très semblable aux couches limites turbulentes dans l’écoulement
de Couette-Taylor. Le caractère log-normale des fluctuations dans les régions internes
des disques a déjà été observé par Li and Fenimore (1996) et Negoro and Mineshige
(2002) dans le cas de disques autour de trous noirs.
La similitude entre la turbulence dans les disques circumstellaires et celle dans l’écou-
lement de Couette-Taylor avait déjà été remarquée par Richard and Zahn (1999), qui
l’ont utilisée pour contraindre le transfert turbulent de moment cinétique.
1.3.2 Justification the´orique
Un pré-requis nécessaire de la turbulence est l’existence d’un mécanisme d’insta-
bilité. Dans le cas présent nous supposerons que l’état de base laminaire est keplerien
(j’invite le lecteur à se reporter au chapitre 3 pour la justification). A l’heure actuelle
au moins trois mécanismes d’instabilité ont été identifiés, deux faisant intervenir des
mécanismes linéaires et un basé sur des perturbations d’amplitude finie. Cette section
résume les études récentes sur la stabilité d’un écoulement laminaire keplerien dans
différents cas.
Stabilite´ line´aire de l’e´coulement keplerien incompressible
La stabilité linéaire des écoulements en rotation différentielle a été étudiée au dé-
but du siècle dernier par Rayleigh (1916). On entend par stabilité linéaire la stabilité
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d’un écoulement soumis à une perturbation infinitésimale.
Notons Ω =
√
GMR−3 la vitesse angulaire keplerienne, u, v et w les trois compo-
santes de la vitesse de la perturbation et p la perturbation de pression. La perturbation
obéit à l’équation de Navier-Stokes linéarisée en coordonnées cylindriques :
∂tu + Ω∂φu− 2Ωv = −∂Rp + ν∆u (1.8)
∂tv + Ω∂φv +
u
R
∂R(R
2Ω) = − 1
R
∂φp + ν∆v (1.9)
∂tw + Ω∂φw = −∂zp + ν∆w (1.10)
1
R
∂R(Ru) +
1
R
∂φv + ∂zw = 0 (1.11)
où ν est la viscosité moléculaire du fluide et ∆ le laplacien vectoriel en coordon-
nées cylindriques. Les termes faisant intervenir des produits de perturbations ont été
négligés. Nous allons calculer la transformation de Fourier de ces équations. Pour ce
faire, il faut utiliser l’approximation appelée WKB (ou approximation locale dans la litté-
rature des disques) qui consiste à supposer que la perturbation s’étend sur des échelles
spatiales bien inférieures (radialement) à celle du champ de vitesse keplerien, afin que
localement, le champ de vitesse keplerien puisse être développé en série entière3.
Cela revient à supposer que le nombre d’onde kR  1/R. Si nous définissons la trans-
formation de Fourier par :
fˆ(~k) =
∫
f(~r)ei(ωt−
~k.~r)d~r (1.12)
La perturbation dans l’espace de Fourier suit alors (en oubliant les chapeaux) :
iωu− iRΩkφu + (R∂RΩ)kφ∂kRu− 2Ωv = ikrp− ν(k2r + k2φ + k2z)u
iωv − iRΩkφv + (R∂RΩ)kφ∂kRv +
1
R
∂R(R
2Ω)u = ikφp− ν(k2r + k2φ + k2z)v
iωw − iRΩkφw + (R∂RΩ)kφ∂kRw = ikzp− ν(k2r + k2φ + k2z)w (1.13)
kru + kφv + kzw = 0
où l’approximation WKB a été appliquée. Définissons la pulsation réduite ω˜ par :
ω˜ = ω −RΩkφ − iν(k2r + k2φ + k2z) (1.14)
- Modes axisymétriques
Dans le cas des modes axisymétriques, avec kφ = 0, le système se simplifie. D’abord
ω˜ = ω − iν(k2r + k2z). Ensuite en utilisant l’équation en z du système dans l’espace
de Fourier, celui ci peut se réécrire :
iω˜ −2Ω −i krkz ω˜
1
R∂R(R
2Ω) iω˜ 0
kr 0 kz


u
v
w
 = 0 (1.15)
3L’approximation WKB sera de´veloppe´e plus largement au chapitre suivant.
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où l’on a exclu les solutions avec kz = 0. Ce système n’admet de solutions que si
le déterminant de la matrice est nul, donc si :
ω˜2 − 2k
2
z
k2
Ω
R
∂R(R
2Ω) = 0 (1.16)
où k2 = k2r + k
2
z .
Une condition nécessaire d’instabilité est alors donnée par la condition de néga-
tivité de la partie imaginaire de ω˜, c’est-à-dire :
Ω
R
∂R
(
R2Ω
)
< O (1.17)
Cette condition est connue sous le nom de critère de Rayleigh et n’est pas véri-
fiée pour les disques kepleriens.
- Modes non-axisymétriques
Dans ce cas, le système 1.13 ne permet pas d’obtenir simplement une relation de
dispersion algébrique pour les modes. Au contraire il s’agit d’un système d’équa-
tions différentielles ordinaires et il s’avère que l’approche WKB n’est pas adaptée
pour la résolution de ce problème. Une bonne méthode pour résoudre ce pro-
blème consiste à considérer la stabilité globale du système (c’est-à-dire qu’on
ne se limite pas aux modes locaux). Celle-ci est développée dans Chandrase-
khar (1961). Les développements analytiques étant assez longs, je renvoie le lec-
teur intéressé à la référence précédente et me contenterai de donner le résultat
du calcul : la stabilité linéaire des écoulements incompressibles en rotation diffé-
rentielle est contrôlée par le critère de Rayleigh : si il y a instabilité linéaire alors
∂R|R2Ω| < 0.
La condition nécessaire d’instabilité linéaire donnée par le critère de Rayleigh n’est
pas vérifiée par l’écoulement keplerien.
Stabilite´ line´aire en pre´sence d’un ”catalyseur”
Le problème est tout autre si le système a un degré de liberté supplémentaire (Mi-
chel Tagger, communication personnelle). En effet l’ordre du système augmente et les
critères de stabilité en sont fortement modifiés. Nous citerons ici deux exemples assez si-
milaires de modification du critère de stabilité rendant l’écoulement keplerien instable :
- En présence d’un champ magnétique poloïdal faible, le critère d’instabilité devient
∂R|Ω| < 0, vérifié dans le cas des écoulements kepleriens. Cette instabilité porte
le nom d’instabilité de Chandrasekhar-Velikhov (Chandrasekhar 1960, Velikhov
1959, Chandrasekhar 1961). Son application au cas des écoulements keplerien
est due à Balbus and Hawley (1991).
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- En présence d’une stratification verticale stable et faible, les modes non-axisymétriques
sont instables si le nombre de Rossby :
Ro =
R∂RΩ
2Ω
(1.18)
vérifie Ro < −2/3. Pour comparaison le critère d’instabilité de Rayleigh est Ro <
−1. L’écoulement keplerien vérifie Ro = −3/4 et est donc sujet à cette instabilité
linéaire. Cette instabilité fut d’abord découverte par Molemaker et al. (2001),
puis appliquée au cas des écoulements kepleriens par Dubrulle et al. (2002). Le
critère donné ici est le critère local de Dubrulle et al. (2002), critère ne faisant pas
intervenir les bords.
Ces deux instabilité ont toutes deux le même caractère étonnant : elle proviennent
de la combinaison de deux effets stabilisants. En effet, dans le cas où l’écoulement est
sujet à une instabilité centrifuge (obéit au critère de Rayleigh), le champ magnétique
et la stratification sont connus pour inhiber l’instabilité (en augmentant les nombres de
Reynolds critiques par exemple).
Sans doute parce que surprenantes, ces instabilités n’ont été mises en évidence
que récemment. Il reste que ces instabilités ne fournissent pas de réelle information sur
les propriétés de la turbulence dans les régions où le nombre de Reynolds est élevé (les
régions internes, là où les planètes se sont sans doute formées). En effet l’écoulement à
haut nombre de Reynolds a atteint la saturation non-linéaire de ces instabilités linéaires
et a subi au moins une autre bifurcation4.
Stabilite´ non-line´aire des disques
La plupart des écoulements cisaillés (Couette plan, Poiseuille plan, Couette-Taylor,
. . .) sont sujets à des instabilités non-linéaires. Ces instabilités non-linéaires sont difficiles
à décrire analytiquement car elles requièrent une perturbation d’amplitude finie ce
qui rend non-linéaire l’équation d’évolution de la perturbation (d’où le nom de l’insta-
bilité). Elles sont d’autre part très difficiles à atteindre numériquement car elles appa-
raissent à des nombres de Reynolds souvent inaccessibles aux plus puissants ordinateurs
en fonctionnement aujourd’hui (Ce problème sera décrit au chapitre suivant).
Le cas des écoulements en rotation différentielle (Couette-Taylor, disques circum-
stellaires) n’échappe pas à la règle et aucune analyse de stabilité non-linéaire convain-
cante de ces écoulements n’a jamais été effectuée. Pour ces écoulements dans le cas
où l’instabilité linéaire centrifuge n’a pas lieu, seule l’expérience permet de répondre à
la question : La turbulence est-elle possible ? Richard (2001) a étudié ce problème par
une expérience d’écoulement de Couette-Taylor dans le régime où le profil de mo-
ment cinétique est comparable à celui d’un écoulement keplerien (c’est à dire qu’il
4Une bifurcation est une transition, analogue aux transitions de phase en thermodynamique, au cours
de laquelle l’e´coulement passe d’un e´tat devenu instable a` un autre. Les instabilite´s line´aires de´crites ici
sont des exemples d’instabilite´s a` l’origine de bifurcations (celles-ci sont appele´es super-critiques).
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n’y a pas d’instabilité linéaire). Il a pu montrer que l’instabilité non-linéaire a lieu à un
nombre de Reynolds de environ 2000.
Cette expérience a apporté des informations primordiales pour l’étude de la tur-
bulence dans la nébuleuse solaire primitive :
- Elle montre de façon presque irréfutable que l’écoulement de Couette-Taylor (et
donc les disques circumstellaires) est sujet à une instabilité non-linéaire. Ce ré-
sultat était déjà communément admis dans la communauté de la dynamique
des fluides depuis les travaux de Wendt (1933), mais gardait quelques sceptiques
dans la communauté astrophysique.
- Elle a permis d’étudier les propriétés de la turbulence dans un écoulement en ro-
tation différentielle pleinement turbulent, ce que l’étude de stabilité linéaire ne
peut pas faire. Malheureusement l’exploitation de ces résultats en vue d’une ap-
plication aux disques circumstellaires reste à faire à ce jour.
1.4 Une approche turbulente pour les disques
En utilisant les données récoltées sur les disques circumstellaires, nous pouvons main-
tenant identifier les caractéristiques principales de la nébuleuse solaire primitive. C’est
un disque principalement gazeux dont la température évolue pour permettre à cer-
tains composants chimiques de se condenser pour faire les briques des planètes ac-
tuelles. Ce disque de gaz est fluide et donc obéit aux équations de Navier-Stokes. Nous
supposerons dans ce manuscrit que le champ magnétique n’a pas d’influence ma-
jeure sur la dynamique du gaz. Nous avons pu montrer que ce disque est turbulent, et
cette dernière propriété sera le fil conducteur de ce manuscrit.
Nous allons durant ces quelques pages apporter quelques éléments de réponse à
la question : Comment modéliser la turbulence dans ce disque ?
Nous verrons dans une première partie le paradigme de la turbulence suivi de
quelques grandes méthodes pour y remédier. Une approche de champ moyen est
généralement utilisée pour modéliser les disques. Nous la développerons dans une se-
conde partie, la testerons à la lumière de contraintes observationnelles puissantes et
définiront un jeu de paramètres libres en accord avec ces contraintes. Nous l’utilise-
rons dans une troisième partie pour étudier la formation du système solaire externe et
les relations entre la turbulence et la formation planétaire. Cela nous permettra de
sonder les limites de la méthode de champ moyen utilisée. La nécessité d’un nouveau
modèle pour la turbulence dans les écoulements cisaillés devenant pressante, nous
verrons dans une dernière partie une approche radicalement différente de la turbu-
lence dans ces écoulements, fondée sur un calcul explicite des fluctuations et des
structures turbulentes à petite échelle. Cette méthode, choisie pour son adéquation
pour le problème de la formation planétaire dans une nébuleuse turbulente sera dé-
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veloppée dans le cas d’un écoulement cisaillé simple : l’écoulement de Couette plan.
Son extension aux écoulements en rotation différentielle sera formalisée.
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Chapitre 2
Mode´liser la turbulence :
pourquoi et comment ?
Avant de s’intéresser au cas de la turbulence dans la nébuleuse solaire primitive,
nous verrons ici pourquoi il faut modéliser la turbulence. En effet elle relève d’une phy-
sique ancienne dont les équations sont bien connues : il n’y en a qu’une, l’équation
de Navier-Stokes. "Pourquoi faut-il modéliser la turbulence ?" est une question naturelle
à laquelle ce chapitre a l’ambition de répondre. Ensuite nous verrons dans les grandes
lignes comment la turbulence est modélisée, l’accent étant alors plus porté sur les
écoulements cisaillés.
2.1 Le paradigme de la turbulence
Pour comprendre la problématique de la turbulence et de sa modélisation, nous
nous limiterons à l’équation de Navier-Stokes incompressible :
∂tvi + ∂jvivj = −∂ip + ν∂j∂jvi (2.1)
Où p est un potentiel de pression défini par p = P/ρ. Il est alors intéressant d’utiliser
des variables adimensionnées pour étudier l’importance des différents termes. Pour ce
faire, introduisons une échelle de longueur L, une échelle de temps T et donc une
échelle de vitesse U = L/T . L’équation de Navier-Stokes adimensionnée s’écrit alors :
∂tvi + ∂jvivj = −∂ip + 1
Re
∂j∂jvi (2.2)
Où Re est un nombre sans dimensions appelé nombre de Reynolds, défini par :
Re = ULν . Il est important de noter que le nombre de Reynolds est le seul paramètre
sans dimension pertinent des écoulements incompressibles et que tout autre para-
mètre sans dimension que l’on pourrait définir s’exprimerait en fonction du nombre
de Reynolds. Cette propriété est à l’origine de la loi de similitude (Reynolds 1883) qui
peut s’exprimer ainsi : tous les écoulements de même type (même géométrie) ayant
le même nombre de Reynolds sont semblables.
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Toute tentative de simuler l’équation de Navier-Stokes sur une grille N3 se retrouve
confronté au problème suivant : à partir d’un certain nombre de Reynolds la simula-
tion directe devient impossible. Ce phénomène s’explique très bien en regardant les
échelles caractéristiques d’un écoulement turbulent. La plus grande échelle de l’écou-
lement est la taille caractéristique du système à laquelle on associe le nombre d’onde
kmin = 2pi/L. La plus petite échelle du système est quant à elle appelée échelle de dis-
sipation (ou échelle de Kolmogorov) dont le nombre d’onde associé peut être reliée à
kmin dans le cas de turbulence homogène et isotrope par kmax ' kminRe3/4 (Kolmogo-
rov 1941). D’autre part dans une simulation sur une grille N3, la plus grande échelle du
système est, sauf cas particulier, associée au nombre d’onde kmin, alors que la plus pe-
tite échelle accessible est donnée par kc = kminN/2. Deux cas sont possibles : soit kc est
plus grand que kmax, auquel cas toutes les échelles turbulentes sont résolues, soit kc est
plus petit que kmax auquel cas on ne peut pas résoudre toutes les échelles. Dans le se-
cond cas, illustré par la figure 2.1, l’échelle de dissipation, à laquelle la viscosité prend
effet, n’est pas résolue. La cascade turbulente d’énergie apporte en permanence de
l’énergie à l’échelle kc où elle n’est pas efficacement dissipée par la viscosité. Elle s’y
accumule, induisant une instabilité numérique du code, voire son "explosion" pure et
simple.
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Fig. 2.1 – Spectre d’e´nergie turbulente de type Kolmogorov en fonction du nombre
d’onde (trait plein). Le trait pointille´ repre´sente l’accumulation d’e´nergie a` la dernie`re
e´chelle re´solue d’une simulation directe dans le cas ou` l’on ne re´sout pas l’e´chelle de
dissipation.
De ces considérations vient la règle : sur une grille N3, le nombre de Reynolds maxi-
mal accessible par simulation directe est de l’ordre de Remax ' N4/3. Sachant que les
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plus grandes résolutions accessibles aux super-calculateurs sont de 10243, le plus haut
nombre de Reynolds accessible par simulation directe est de l’ordre de 10000 1.
A ce stade, le problème peut paraître soluble ! A partir de nombreux disques durs,
même un ordinateur personnel familial peut atteindre une capacité mémoire suffisante
pour stocker les informations spatiales d’un écoulement à un nombre de Reynolds su-
périeur à 10000, au prix d’un ralentissement important de la simulation. La solution serait
donc simple si la simulation directe ne se trouvait confrontée à un autre problème : le
pas de temps qui doit être plus petit que v/v˙, doit être adapté au nombre de Reynolds
suivant la loi dt < CtRe−1/2, où Ct est une constante qui dépend de l’algorithme (mais
est toujours de l’ordre de 1). Ainsi même avec la résolution spatiale requise pour simuler
un écoulement turbulent à haut nombre de Reynolds, le temps de calcul serait prohi-
bitivement long.
Dans le cas des disques circumstellaires, nous avons vu que le nombre de Rey-
nolds dépasse 1010 et leur simulation directe est strictement impossible 2. Ne pouvant
simuler toutes les échelles spatiales (et temporelles) de ces écoulements, il est alors
nécessaire de faire un choix sur l’information spatio-temporelle à conserver. Faire ce
choix revient mathématiquement à filtrer l’écoulement. Ce filtre peut revêtir de nom-
breuses formes et est directement lié à l’information que l’on souhaite conserver. Par
exemple, une approche souvent utilisée consiste à ne conserver que les plus grandes
échelles de l’écoulement (approche Large Eddy Simulation ou LES dans la littérature).
Alors le filtre sera un filtre passe-bas en fréquences spatiales. Dans la suite nous ap-
pelleront cette approche "approche grandes échelles". Une autre approche très utili-
sée consiste à conserver les quantités moyennes d’un écoulement cisaillé (approche
Reynolds Averaged Navier-Stokes équations ou RANS dans la littérature), le filtre sera
alors une moyenne statistique ou temporelle (L’équivalence entre les moyennes statis-
tiques, aussi appelées moyennes d’ensemble, et les moyennes temporelles est reliée à
la propriété d’ergodicité de la turbulence vue comme un processus aléatoire3). Dans
la suite nous appellerons cette approche "approche de champ moyen". Ces exemples
sont les plus courant et leurs filtres associés les plus répandus. Néanmoins le problème
reste intact quelle que soit l’information à conserver et son filtre associé. Notons ce
filtre par une barre, les quantités filtrées par des majuscules Vi = vi et les informations
sous-filtre (restantes après filtrage de champ total, qui a priori ne nous intéressent pas)
par des primes v′i = vi − Vi. Nous supposerons dans la suite que le filtre commute avec
les dérivées spatiales et temporelles 4 . Ce filtre peut être appliqué à l’équation de
Navier-Stokes (2.1) pour donner l’équation pour les grandeurs résolues :
∂tVi + ∂jViVj + ∂jViv′j + ∂jv
′
iVj + ∂jv
′
iv
′
j
1Cette re´solution n’est atteinte qu’en ge´ome´trie pe´riodique. Pour les e´coulements cisaille´s simples
(Channel flow par exemple) cette re´solution maximale tombe a` 3843 !
2Elle ne´cessiterait une maille 316227773 !
3Dans tous les cas la moyenne temporelle doit eˆtre faite sur un temps infini pour qu’il y ait e´quivalence
4Cette proprie´te´ permet de simplifier les e´quations, mais peu de filtres la posse`dent.
25
Mode´liser la turbulence
= −∂iP + ν∂j∂jVi (2.3)
De même en soustrayant cette dernière équation (2.3) à l’équation de Navier-
Stokes (2.1), on obtient l’équation pour les échelles sous-filtre :
∂tv
′
i + ∂jViVj + ∂jViv
′
j + ∂jv
′
iVj + ∂jv
′
iv
′
j
− ∂jViVj − ∂jViv′j − ∂jv′iVj − ∂jv′iv′j
= −∂ip′ + ν∂j∂jv′i (2.4)
Il est important de noter qu’à ce stade, aucune approximation n’a été faite et que
la décomposition de l’équation (2.1) en deux équations (2.3) et (2.4) reste générale5.
En l’occurence la simulation de ces deux équations n’est pas moins coûteuse que
l’équation originale ni en terme de quantité d’information (elle est restée inchangée),
ni en terme de temps de calcul (deux fois plus d’équations à simuler). A ce stade, l’ap-
proximation la plus drastique consisterait à négliger purement et simplement les termes
sous-filtre et d’intégrer l’équation 2.3 en posant v′i = 0. Négliger ces trois termes qui
assurent l’échange d’énergie entre l’information filtrée et l’information sous-filtre mène
invariablement à une accumulation de l’énergie à l’échelle de coupure ainsi qu’illustré
sur la figure 2.1.
Pour éviter cet écueil et néanmoins réduire la taille du problème à simuler, il faut
trouver un moyen de refermer le problème à moindre coût, c’est à dire exprimer l’in-
fluence de l’information sous-filtre en fonction des grandeurs filtrées.
2.2 Relations de fermeture : me´thodes explicites
Pour ce faire, une approche classique consiste à introduire dans l’équation 2.3 une
relation entre les termes Wij = Viv′j + v
′
iVj + v
′
iv
′
j et les grandeurs filtrées. Cette relation
s’écrit formellement :
Wij = f
(
Vi, ∂iVj , . . . ,Re, Conditions aux limites, Force
)
(2.5)
où la force est un éventuel forçage extérieur. En pratique, si la turbulence est com-
plètement développée, il est généralement supposé que la turbulence, par son ca-
ractère chaotique, perd l’information associée aux conditions aux limites, au nombre
de Reynolds (directement relié aux conditions aux limites) et au forçage. Dans ce cas
(c’est à dire à la limite Re = ∞) les termes sous-filtre sont des fonctions du champ de
vitesse filtré et de ses dérivées spatiales à tous les ordres (dérivées secondes, tierces,
. . .).
2.2.1 Viscosite´ turbulente : le concept de se´paration d’e´chelles
Pour tenter de contraindre ces fonctions, considérons un cas idéalisé où le champ
de vitesse sous-filtre est une perturbation à grande échelle d’une turbulence dévelop-
pée à petite échelle (voir croquis 2.2).
5Cette de´composition est souvent appele´e de´composition de Reynolds
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V, l
Nombre d’onde k
v’, L
Fig. 2.2 – Sche´ma de principe du concept de se´paration d’e´chelles.
Nous voulons ici exprimer un terme à grande échelle Wij en fonction de termes à
petite échelle. Pour ce faire, et travailler sur des termes comparables, faisons le chan-
gement de variable :
x˜ =
x

(2.6)
où  = l/L est un petit paramètre caractérisant la séparation d’échelles (l étant
l’échelle caractéristique de la turbulence à petite échelle et L celle de la perturba-
tion). Nous pouvons alors réécrire l’équation 2.5 de manière perturbative en :
Wij = f
0(Vk) + f
1(∂˜kVl) + 
2f2(∂˜k∂˜lVm, ∂˜kVm∂˜lVn) + . . . (2.7)
Dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire, les fonction f i sont linéaires (cela
suppose que la perturbation soit de faible amplitude). Alors :
Wij = αijkVk + νijkl∂kVl + O(∇2V ) (2.8)
Le premier terme de la série est responsable de l’effet AKA (Anisotropic Kinetic Al-
pha effect), qui s’apparente à l’effet α en magneto-hydrodynamique (Frisch, She and
Sulem 1987). Il produit des instabilités à grande échelle pouvant conduire à la forma-
tion de tourbillons (Kitchatinov, Rüdiger and Khomenko 1994). Le second est le terme
de viscosité turbulente. Plusieurs remarques s’imposent :
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- Le terme d’ordre le plus bas est le terme AKA. Son absence requiert que la turbulence
soit isotrope ou au moins invariante par parité (Frisch (1992), Dubrulle and Frisch
(1991)). L’effet de la turbulence n’est pas en général "diffusif".
- Même en l’absence d’effet AKA, la viscosité turbulente est un tenseur d’ordre 4. Elle
n’est scalaire que si la turbulence est isotrope.
Nous avons vu ici une condition suffisante d’existence des termes de viscosité turbu-
lente. Il faut retenir que son existence est intimement reliée à la séparation d’échelle,
phénomène rarement rencontré dans les écoulements réels. Son expression néces-
site l’utilisation de méthodes particulières, valables dans quelques cas particuliers. Par
exemple Dubrulle and Frisch (1991) ont pu déterminer son expression dans le cas des
écoulements parallèles invariants par parité par une approche multi-échelles.
Pour plus de détails sur les expansions asymptotiques ici à l’origine de la viscosité
turbulente le lecteur intéressé pourra se référer à Bensoussan et al. (1978) et Dubrulle
and Frisch (1991) pour une approche mathématique rigoureuse ou Moffatt (1974) pour
une des premières approches des théories de champ moyen. Cet exemple idéalisé
montre que l’action de la turbulence est loin d’être une diffusion. Dans le cas géné-
ral, on peut s’attendre à ce que ce soit encore plus vrai, et que les modélisations
classiques de type viscosité turbulente soient incapable de reproduire les détails de
l’action de la turbulence. En effet, on a observé qu’elles étaient utiles pour garantir la
conservation de l’énergie, mais ne pouvaient pas reproduire les mécanismes délicats
comme le "backscatter" (transmission d’énergie des petites échelles vers les grandes).
Nous proposerons plus loin une approche permettant de remédier à ce défaut. Dans
l’immédiat, nous suivrons l’approche classique, supposerons que l’action des échelles
sous-filtre se limite à une simple viscosité turbulente et étudierons ses différentes formes.
2.2.2 Quelques exemples de viscosite´s turbulentes
Viscosite´ turbulente spectrale
La théorie de la turbulence isotrope, homogène et développée de Kolmogorov
(1941) permet de déterminer une viscosité turbulente dans l’espace de Fourier. Dans
ce formalisme le spectre d’énergie cinétique turbulente est donné par :
E(k) =
u2
k
= CK
2/3k−5/3 (2.9)
où  est le flux spectral d’énergie (transfert d’énergie des grandes vers les petites
échelles) supposé constant dans une gamme de nombre d’onde, et CK est une constante
sans dimension appelée constante de Kolmogorov dont la valeur est d’environ 1.4, mais
dont l’universalité reste une question ouverte.
Sachant la viscosité turbulente est le rapport du terme non-linéaire de l’équation
de Navier-Stokes au Laplacien de la vitesse, dimensionnellement :
νT =
u
k
=
√
CK
1/3k−4/3 (2.10)
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Ce type de viscosités turbulentes déterminé ici par des arguments dimensionnels
peut être trouvé plus rigoureusement soit par des arguments de symétries (Kolmogo-
rov 1941), soit en utilisant le groupe de renormalisation (Forster et al. 1977, Canuto and
Dubovikov 1996). Ces viscosités turbulentes spectrales aussi appelées viscosités turbu-
lentes "à la maille", sont très utilisées dans les approches grandes échelles, en général
sous une forme dérivée appelée modèle de Smagorinski.
Mode`le de Smagorinski
Le modèle de Smagorinski (Smagorinski 1963) est la viscosité turbulente la plus ré-
pandue aujourd’hui dans les modèles d’écoulements réels, industriels et météorolo-
giques en particulier. Il consiste à définir cette viscosité turbulente par :
Viv′j + v
′
iVj + v
′
iv
′
j = −νT
(
∂jVi + ∂iVj
)
(2.11)
Cette expression n’est valable que dans le cas d’un filtre commutatif, c’est à dire
que pour toute fonction f :
∂if = ∂if (2.12)
En pratique les filtres utilisés dans les approches grandes échelles sont rarement
commutatifs. Dans ce cas on s’assure que la trace du tenseur de Reynolds (défini par
τij = vivj − ViVj), soit nulle en la retranchant au résultat de la méthode précédente.
La viscosité turbulente est alors exprimée ainsi :
νT ∝ u∆ (2.13)
où u est la vitesse caractéristique des tourbillons d’échelle égale à l’échelle de
filtrage ∆ (dernière échelle résolue, taille de la grille). En utilisant des arguments dimen-
sionnels de type Kolmogorov (voir section précédente), elle peut être réestimée par :
νT ∝ U∆
4/3L−1/3 (2.14)
où U est la vitesse caractéristique des tourbillons d’échelle intégrale L. U peut être
estimée par :
U ∝ L
(
SijSij
)1/2
=̂LΣ (2.15)
où Sij = (∂ivj + ∂jvi) est le tenseur des déformations et Σ est défini par la relation
précédente. La viscosité turbulente peut alors être réécrite comme :
νT = C
2
SL
2/3∆4/3Σ (2.16)
où CS est un paramètre libre appelé constante de Smagorinski. Dans le cas d’une
turbulence isotrope à très grand nombre de Reynolds, cette constante peut être expri-
mée par (Lilly 1965) :
CS =
1
pi
( 2
3CK
)
(2.17)
Si la constante de Kolmogorov est prise de 1.4 cette expression donne une constante
de Smagorinski de 0.18. La plupart des autres estimations de cette constante conduisent
à des valeurs entre 0.1 et 0.2.
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Mode`le de Smagorinski dynamique
Récemment Germano et al. (1991) ont introduit une méthode pour estimer dyna-
miquement la constante de Smagorinski en faisant intervenir un filtre fictif. L’idée de
cette méthode est d’évaluer les tensions de Reynolds sous-maille à partir de tensions
de Reynolds résolues proches de l’échelle du maillage de la simulation en utilisant des
arguments assez proches des méthodes dites de similarité d’échelles. Je ne détaillerai
pas la méthode de similarité d’échelles, mais le lecteur intéressé pourra se référer à Bar-
dina et al. (1980), l’article fondateur. Par ce biais le modèle de Smagorinski est le seul
modèle de viscosité turbulente (à ma connaissance) sans paramètre arbitraire, ou plus
précisément dont le paramètre arbitraire est calculé dynamiquement. Il est néanmoins
difficile à mettre en oeuvre et son utilisation reste marginale.
Longueur de me´lange
Dans le cas de moyennes statistiques (approche de champ moyen), l’approche
la plus simple pour exprimer la viscosité turbulente est due à Prandtl (1925). Par analo-
gie avec la viscosité cinématique des gaz, Prandtl proposa que la viscosité turbulente
pouvait être exprimée par :
νT = vl (2.18)
où v est la vitesse caractéristique des tourbillons (analogue de la vitesse du son) et
l est la longueur de mélange (analogue du libre parcours moyen), distance typique
qu’un tourbillon parcourt dans le fluide avant de s’y dissoudre, généralement assimilée
à la taille typique des tourbillons.
2.2.3 Qualite´s et de´fauts des viscosite´s turbulentes
En règle générale les viscosités turbulentes permettent une modélisation simple de
la turbulence. Ce type d’approches permet en outre une interprétation physique assez
intuitive, ce qui assure un bon contrôle du phénomène.
Néanmoins, l’intervention d’une viscosité turbulente, quand elle est raisonnable
(voir section 2.2.1), a deux grands défauts :
- La viscosité turbulente est un paramètre libre (voire 27 paramètres libres dans le cas
général non-isotrope). Elle est éventuellement calculable a priori (Dubrulle and
Frisch 1991) ou déterminable dynamiquement (Germano et al. 1991) dans des
cas simple. Dans les problèmes astrophysiques ou géophysiques, dont la géomé-
trie est plus complexe, sa détermination devient incertaine et elle est considérée
comme un paramètre libre plus ou moins bien contraint.
- Modéliser les termes sous-maille par une viscosité turbulente en ne gardant que l’équa-
tion sur les grandeurs filtrées revient formellement à réduire fortement le nombre
de Reynolds du problème. En effet, une fois introduite, la viscosité turbulente n’est
rien de plus qu’une viscosité cinématique dont la valeur a été augmentée pour
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prendre en compte l’augmentation du transport de vecteurs dans l’écoulement.
La seule différence formelle avec une viscosité moléculaire est alors la variation
spatiale de la viscosité turbulente. Dans le cas d’une approche grandes échelles,
le nombre de Reynolds effectif de la simulation est ramené à Re ' N 4/3 où N est
le nombre de points de mailles dans une direction. Dans le cas d’une approche
de champ moyen, le nombre de Reynolds effectif est le nombre de Reynolds cri-
tique de l’écoulement. Ainsi, les propriétés de la turbulence ne pourront pas être
les mêmes que celles de l’écoulement réel bien que certaines propriétés macro-
scopiques puissent être raisonnablement bien reproduites, l’essence même de la
méthode de calcul aura détruit une quantité importante d’information, ce qui
en limite fortement la puissance.
Les limites des relations de fermeture explicites nous incitent à étudier une autre
méthode, dans laquelle le champ de vitesse sous-filtre n’est plus estimé mais calculé
dynamiquement. Cette méthode permet d’éviter l’écueil des conditions de validité du
principe de viscosité. De plus nous verrons comment la formaliser de façon systéma-
tique et générale et comment elle évite la multiplication de paramètres libres. Cette
approche est basée sur la distorsion rapide.
2.3 Distorsion Rapide : me´thode implicite
La théorie de la distorsion rapide (Rapid Distortion Theory ou RDT), introduite par
Batchelor and Proudman (1954), est un vieux concept souvent considéré comme com-
plémentaire des approches par viscosité turbulente.
L’idée de base de la distorsion rapide est de dire que dans un cisaillement les struc-
tures turbulentes interagissent moins entre elles qu’avec le cisaillement lui même. Le
nom de la méthode en découle : les structures turbulentes sont déformées et dissipées
(ou incorporées au cisaillement moyen) rapidement, avant de pouvoir interagir entre
elles.
A l’origine la RDT a été introduite pour calculer l’évolution de structures turbulentes
tourbillonaires dans un milieu homogène présentant en particulier un cisaillement constant.
Hunt (1973) la généralisa au cas des cisaillements inhomogènes. La RDT s’apparentait
alors à l’équation linéarisée d’évolution d’une turbulence fluctuante (traitée comme
une perturbation d’un écoulement moyen) créant par rétroaction des tensions de Rey-
nolds modifiant l’écoulement moyen. Remarquant cette analogie avec les études de
stabilité, Nazarenko et al. (1999) développèrent une généralisation des approches WKB
et RDT baptisée WKB-RDT permettant de calculer les écoulements moyens dans des
géométries plus compliquées, de type couche limite en particulier (Nazarenko et al.
2000, Dubrulle et al. 2001).
Néanmoins jusqu’à récemment la RDT restait intimement reliée à l’approche de
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champ moyen de la turbulence et à la présence de cisaillement moyen dans l’écou-
lement, donc a priori une méthode intéressante analytiquement mais peu utilisable
dans le cas de simulations numériques sur grille, pour l’approche grandes échelles. Elle
fut alors modifiée par (Laval 1999) qui développa et implémenta une méthode nu-
mérique basée sur la RDT pour calculer la turbulence bidimensionnelle en géométrie
périodique sur un maillage régulier.
La RDT présente deux principaux avantages par rapport aux méthodes faisant inter-
venir une viscosité turbulente. Le premier est que la relation de fermeture est implicite
et donc que la méthode repose sur moins d’hypothèses éventuellement contestables.
Le second avantage qui présente beaucoup d’intérêt pour les écoulements astrophy-
siques et géophysiques est que la RDT ne fait pas intervenir de paramètre libre. La RDT
est alors plus prédictive que les méthodes de fermeture explicite.
La contrepartie de la RDT est qu’elle reste relativement lourde numériquement par
rapport au méthodes de viscosité turbulente dans l’approche grandes échelles.
2.3.1 Principe
L’idée de la RDT est de garder l’équation des grandeurs filtrées 2.3 intacte et plutôt
que d’utiliser une relation de fermeture explicite pour les termes faisant intervenir des
grandeurs sous-filtre, utiliser une version linéarisée de l’équation sous-filtre 2.4. Nous ver-
rons ici son principe dans le cas particulier de l’approche grandes échelles de la RDT,
présentant l’avantage d’être assez intuitive. Néanmoins il ne faut pas perdre de vue
que tout ce qui va suivre dépend dramatiquement du filtre utilisé et qu’en particulier
l’interprétation physique des termes non-linéaires doit être prise avec circonspection :
elle n’est valable que pour les filtres à la maille.
Dans le cas d’un filtre à la maille, les quatre termes non-linéaires de l’équation 2.4
peuvent être interprétés ainsi :
∂jViVj − ∂jViVj caractérise la création de petites échelles par cascade d’énergie en
provenance des grandes échelles. C’est un terme de forçage extérieur à l’équa-
tion.
∂jViVj − ∂jViv′j est le terme d’advection des petites échelles par les grandes.
∂jv
′
iVj − ∂jv′iVj est le terme d’advection des grandes échelles par les petites. Il est aussi
responsable, par le principe d’action et de réaction de la déformation des pe-
tites échelles par le cisaillement des grandes.
∂jv
′
iv
′
j − ∂jv′iv′j est le terme d’interaction des petites échelles entre elles. Faisant inter-
venir des grandeurs à petite échelle avec des dérivées prises à petite échelle
également, ce terme est appelé le terme local (dans l’espace de Fourier).
Si la plupart de l’énergie cinétique est concentrée dans les grandeurs filtrées (à
grande échelle), il est assez naturel d’imaginer que le terme local va être peu influent
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dans la dynamique des petites échelles. Le troisième terme de la liste pourrait égale-
ment être considéré comme négligeable : l’advection des grandes échelles par les
petites est un processus peu efficace. Il est en effet peu influent dans l’énergie ciné-
tique des petites échelles, comme nous le verrons dans la section suivante. Néanmoins
il porte en son sein la déformation des petites échelles par le cisaillement (vortex stret-
ching), et a donc une influence importante sur la dynamique des petites échelles.
Le terme local est en l’occurence le seul terme non-linéaire de l’équation 2.4. S’il
peut être linéarisé, l’équation 2.4 devient linéaire et son traitement s’en voit fortement
simplifié. Cette approximation repose sur le concept de non-localité de la dynamique
sous-maille.
2.3.2 Validite´
Afin de tester l’influence du terme local, deux types de tests ont été effectués. Le
premier, appelé test a priori, consiste à regarder la valeur moyenne de ce terme dans
un champ soit expérimental, soit issu d’une simulation directe à grande résolution. Ce
type de tests permettent d’évaluer le poids énergétique du terme local. Néanmoins,
même un terme énergétiquement faible peut avoir une influence importante dans la
dynamique de l’écoulement par le biais d’effets de phase, c’est le cas par exemple du
terme de vortex stretching. C’est pourquoi afin de comprendre parfaitement l’effet du
terme local, la seule méthode convaincante consiste à simuler directement l’équation
2.3 et l’équation 2.4 en ayant linéarisé le terme local. Ce dernier type de test est appelé
test dynamique.
Tests a priori
Le test a priori consiste à étudier le poids des différents termes (locaux et non-
locaux) à partir d’un champ de vitesse issu soit d’une simulation directe soit d’une
expérience de laboratoire. Ce champ de vitesse est filtré pour séparer a posteriori les
échelles. Le spectre des différents termes non-linéaires est alors traçé dans l’espace de
Fourier.
Plusieurs test a priori ont déjà été effectués au sujet du terme local dans différentes
géométries ;
- Turbulence bidimensionnelle en géométrie périodique (Laval et al. 1999).
- Turbulence tridimensionnelle en géométrie périodique (Laval et al. 2001).
Ces tests ont confirmé l’hypothèse de non-localité des interactions à petite échelle
dans ces deux configurations. Je renvoie les lecteurs intéressés par ces géométries au
références précédentes. Nous nous intéresserons plus ici au cas des écoulements ci-
saillés plans.
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A ce jour une seule géométrie d’écoulement cisaillé a été testée : les écoulements
de canal :
Carlier et al. (2001) ont testé l’influence du terme local à partir d’un champ de vi-
tesse expérimental issu d’un écoulement de couche limite en soufflerie à très
haut nombre de Reynolds (Re = 20600). Néanmoins, la technique de fil chaud ne
leur a donné accès qu’à deux composantes de la vitesse : la composante dans
la direction de l’écoulement moyen, notée v1 et la composante dans la direc-
tion perpendiculaire aux murs, notée v2. L’absence de troisième composante de
la vitesse ne leur a pas permis de calculer la divergence du tenseur vivj qui aurait
permis de connaître l’influence réelle du terme local dans les trois équations de
Navier Stokes projetées. Leurs résultats sont montrés sur la figure 2.3.
Hersant et al. (2000) ont effectué un travail semblable, mais à partir d’une simulation
directe d’écoulement de canal (Moser et al. 1999). L’étude portait sur un écou-
lement à un nombre de Reynolds plus modeste (Re = 590), mais a donné accès
à toutes les composantes de la vitesse et donc à la divergence du tenseur vivj .
Pour information les grandeurs analogues à celle de la figure 2.3 sont montrées
sur la figure 2.4. L’influence réelle du terme local dans les trois composantes de
l’équation de Navier-Stokes est montrée sur les figures 2.5, 2.6 et 2.7.
Les résultats de ces tests sont globalement (à l’exception de la direction de la fi-
gure 2.6) dans le sens d’une faible influence énergétique des termes locaux dans la
dynamique des échelles sous-maille. La comparaison des figures 2.3 et 2.4 montre à
l’évidence que l’influence des termes locaux est d’autant plus faible que le nombre
de Reynolds est grand. Néanmoins, ces seuls tests a priori ne sont pas suffisants pour
trancher.
Tests dynamiques
Les tests dynamiques de l’hypothèse de non-localité de la dynamique sous maille
consiste à simuler le plus directement possible les équations 2.3 et 2.4 (après traitement
du terme local).
Ces tests ont été effectués de façon exhaustive par Laval et al. (1999) dans le cas
de turbulence bidimensionnelle en géométrie périodique et par Laval et al. (2001) dans
le cas de turbulence tridimensionnelle en géométrie périodique.
Dans le cas de turbulence bidimensionnelle le terme local n’a presque aucune
influence sur la dynamique du système et peut être purement et simplement négligé
ainsi que les tests a priori l’avaient suggéré. Un exemple de simulation avec et sans le
terme local est montré sur la figure 2.8.
Le cas de la turbulence tridimensionnelle est en un certain sens plus intéressant. Les
tests dynamiques montrent que la suppression "barbare" du terme local induit une aug-
mentation de l’énergie dans les petites échelles de l’écoulement. En effet les termes
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Fig. 2.3 – Spectre des 4 termes non-line´aires de l’e´quation 2.4 faisant intervenir les
composantes de la vitesse le long de l’e´coulement et perpendiculairement aux parois
(V1V2 (trait plein), V1v
′
2 (tirets), v
′
1V2 (pointille´s) et v
′
1v
′
2 (trait de cote)) dans l’espace
de Fourier en fonction du nombre d’onde normalise´ par l’inverse de la distance au mur
dans l’expe´rience de Carlier et al. (2001).
locaux sont connus pour être à l’origine de la pente en k−5/3 du spectre d’énergie.
La suppression des termes locaux entraîne une diminution de la dissipation des pe-
tites échelles accompagnée d’une accumulation de l’énergie à l’échelle de coupure
(effet "bottleneck"). Laval et al. (2001) ont montré que cet effet peut être facilement
compensé par l’adjonction d’une viscosité turbulente dans l’équation 2.4 pour com-
penser la diminution de la dissipation et redresser la pente du spectre d’énergie. Il est
néanmoins important de préciser que cette viscosité turbulente dans l’équation des
quantités sous-filtre est formellement très différente des viscosités turbulentes évoquées
précédemment dont l’effet était sur les grandeurs filtrées. En particulier, la dynamique
du système est beaucoup moins dépendante de l’amplitude de la viscosité turbulente.
Les tests développés ici ont été effectués dans le cas particulier d’un filtre à la maille
(approche grandes échelles). Les résultats restent cependant entiers avec un autre
filtre, la seule véritable condition de validité de la RDT étant que le filtre doit conserver
la majorité de l’énergie cinétique.
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Fig. 2.4 – Spectre des 4 termes non-line´aires de l’e´quation 2.4 faisant intervenir les
composantes de la vitesse le long de l’e´coulement et perpendiculairement aux parois
(V1V2 (trait plein), V1v
′
2 (pointille´s), v
′
1V2 (tirets) et v
′
1v
′
2 (trait de cote)) dans l’espace
de Fourier en fonction du nombre d’onde dans la simulation directe de Moser et al.
(1999).
Implications pour les e´coulements cisaille´s
Bien qu’aucun test dynamique n’ait été effectué dans le cas précis des écoule-
ments cisaillés, nous pouvons d’ores et déjà tirer quelques conclusions. En effet, les tests
a priori effectués sur les écoulements de canaux montrent que pour deux des compo-
santes de l’équation 2.4 (les deux composantes parallèles aux parois) le terme local a
une influence minime, même à bas nombre de Reynolds. En revanche la composante
perpendiculaire aux parois semble montrer (au moins à bas nombre de Reynolds) une
influence du terme local dans l’énergie cinétique sous-filtre du système.
Ce comportement peut s’interpréter ainsi : Dans les écoulements de canaux, la
présence des parois empêche le développement d’une turbulence tridimensionnelle
isotrope. Ainsi les deux directions parallèles aux parois sur lesquelles n’agit pas la contrainte
des parois ont un comportement découplé de la dernière direction et développent un
comportement bidimensionnel. La dernière direction garde à elle seule la géométrie
tridimensionnelle de l’écoulement. Les tests dynamiques effectués sur les géométries
périodiques de turbulence bidimensionnelle et tridimensionnelle montrent que dans le
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Fig. 2.5 – Spectre des 4 termes non-line´aires de l’e´quation 2.4 projete´e dans la direction
de l’e´coulement moyen (Vj∂jV1 (trait plein), Vj∂jv
′
1 (pointille´s), v
′
j∂jV1 (tirets) et v
′
j∂jv
′
1
(trait de cote)) dans l’espace de Fourier en fonction du nombre d’onde dans la simulation
directe de Moser et al. (1999).
cas bidimensionnel le terme local peut être complètement oublié (ce qui se retrouve
dans les tests a priori sur les écoulements de canal) alors que dans le cas tridimension-
nel sa linéarisation requiert l’adjonction d’une viscosité turbulente dans l’équation des
grandeurs sous-filtre.
On pourrait donc naturellement penser que le remplacement par une viscosité tur-
bulente anisotrope, n’agissant que dans la direction 2, des termes locaux est la solu-
tion la plus logique. Néanmoins, il serait nécessaire d’élucider l’influence de l’échelle
de coupure dans les tests a priori d’écoulements cisaillés afin d’étudier la non-isotropie
de la turbulence en fonction de l’échelle de coupure. En effet l’ajout d’une viscosité
turbulente dans une seule composante est un exercice dangereux, qui fait en particu-
lier perdre son caractère vectoriel au modèle. En l’absence de tels tests, la sécurité va
nous obliger dans la suite à appliquer cette viscosité turbulente aux trois composantes
de l’équation sous-filtre.
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Fig. 2.6 – Spectre des 4 termes non-line´aires de l’e´quation 2.4 projete´e dans la direction
perpendiculaire aux parois (Vj∂jV2 (trait plein), Vj∂jv
′
2 (pointille´s), v
′
j∂jV2 (tirets) et
v′j∂jv
′
2 (trait de cote)) dans l’espace de Fourier en fonction du nombre d’onde dans la
simulation directe de Moser et al. (1999).
2.3.3 Formalisme ge´ne´ral
Une fois les hypothèses validées le système d’équations de la RDT généralisée est
composé de deux équations vectorielles : une équation pour les grandeurs filtrées
∂tVi + ∂jViVj + ∂jViv′j + ∂jv
′
iVj + ∂jv
′
iv
′
j
= −∂iP + ν∂j∂jVi
∂iVi = 0 (2.19)
et une équation pour les grandeurs sous-filtre :
∂tv
′
i + ∂jViVj + ∂jViv
′
j + ∂jv
′
iVj
− ∂jViVj − ∂jViv′j − ∂jv′iVj
= −∂ip′ + ν∂j∂jv′i
∂iv
′
i = 0 (2.20)
Comme déjà mentionné, cette équation permet de calculer explicitement le sys-
tème sous-filtre et donc les tensions de Reynolds. Ce formalisme possède plusieurs
avantages intéressants :
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Fig. 2.7 – Spectre des 4 termes non-line´aires de l’e´quation 2.4 projete´e dans la direction
paralle`le aux parois mais perpendiculaire a` l’e´coulement moyen (Vj∂jV3 (trait plein),
Vj∂jv
′
3 (pointille´s), v
′
j∂jV3 (tirets) et v
′
j∂jv
′
3 (trait de cote)) dans l’espace de Fourier en
fonction du nombre d’onde dans la simulation directe de Moser et al. (1999).
- Il n’y a en principe pas de paramètre ajustable.
- Le caractère linéaire de l’équation sous-filtre facilite son intégration : d’une part des
solutions analytiques sont accessibles dans certains cas, d’autre part, numérique-
ment, un algorithme d’intégration lagrangien peut être utilisé dans lequel le pas
de temps est calculé sur les échelles résolues, ce qui permet une accélération
sensible des calculs.
L’équation 2.19 ne requiert a priori pas de traitement supplémentaire. Son implé-
mentation est drastiquement dépendante du choix du filtre. En revanche, l’équation
2.20 ne peut pas être conservée telle qu’elle. En effet, bien qu’approximé, le système
composé de ces deux équations contient autant d’information (de degrés de liberté)
que le système composé des équations 2.3 et 2.4, donc que l’équation de Navier-
Stokes elle-même. Cette prolifération de degrés de liberté est inutile. En effet l’obser-
vation d’écoulements turbulents, l’atmosphère par exemple, montre que les échelles
spatiales ne coexistent que localement et donc qu’il est inutile de les calculer par-
tout. Il a donc été suggéré qu’une décomposition sur des paquets d’onde locaux
(comme des ondelettes, voir par exemple Farge 1992) serait plus appropriée que la
décomposition classique en modes de Fourier et permettrait une meilleure sélection
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Fig. 2.8 – Comparaison de champs de vorticite´s issus d’une simulation directe (panneau
de gauche) et d’une simulation sans le terme local (panneau de droite) de fusion de deux
tourbillons (issu de Laval 1999).
des modes importants. Cela pourrait conduire à une forte réduction des degrés de li-
berté. Ici nous utiliserons une "fausse ondelette" appelée transformation de Gabor (Ga-
bor 1946) qui ne possède pas les propriétés mathématiques des ondelettes (en parti-
culier les modes de Gabor ne sont pas une base au sens mathématique du terme)
mais garde des propriétés très proches de la transformation de Fourier, en particulier
en ce qui concerne la dérivation. La transformation de Gabor permet aussi d’exploi-
ter la linéarité de l’équation sous-filtre : analytiquement les équations deviennent des
équations différentielles ordinaires (les dérivées spatiales deviennent des multiplications
par un nombre d’onde), la pression est alors facilement calculable. Numériquement,
la limitation du calcul à certains nombres d’onde locaux judicieusement choisis et cal-
culés à l’aide d’une méthode lagrangienne permet un gain substantiel de mémoire
vive et une diminution importante du pas de temps (le pas de temps devient calculé
sur les échelles filtrées).
Transformation de Gabor
La transformation de Gabor d’une fonction quelconque u(x, t) est définie comme
suit6 :
uˆ(x, k) =
∫
f(x− x′)eik(x−x′)u(x′)dx′ (2.21)
où f est une fonction décroissant rapidement à l’infini, une gaussienne par exemple,
appelée fonction poids de Gabor. Physiquement, la transformation de Gabor consiste
à envoyer dans l’espace de Fourier toute l’information sous l’échelle de la fonction
poids de Gabor f et de conserver dans l’espace réel toute l’information à une échelle
plus grande. Contrairement à la transformation de Fourier, la transformation de Gabor
6Pour simplifier nous verrons les proprie´te´s de la transformation de Gabor en une seule dimension,
la ge´ne´ralisation a` trois dimension e´tant imme´diate.
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comporte une information à la fois spatiale et spectrale.
La transformation de Gabor inverse est simple :
u(x) =
1
2pif(0)
∫
uˆ(x, k)dk (2.22)
Notons qu’en trois dimensions, la transformation inverse est :
u(x) =
1
(2pi)3f(0)
∫
uˆ(x, k)dk (2.23)
Si nous appelons λ l’échelle du poids de Gabor f , cette échelle étant son écart
type dans le cas d’un poids gaussien, la transformation de Gabor de la dérivée de la
fonction u est donnée par (résultat obtenu par intégration par parties) :
∂̂xu(x, k) = ikuˆ +
∫
f ′(x− x′)eik(x−x′)u(x′)dx′ + S(x, k) (2.24)
où f ′ est la dérivée de la fonction f et S(x, k, t) = [u(x′)f(x − x′)eik(x−x′)]bords est un
terme appelé terme de surface prenant effet près des bords du domaine d’intégra-
tion. Il est lié à la non-commutation éventuelle de la transformation de Gabor avec la
dérivation spatiale. Ce terme disparaît en géométrie périodique et dans certains cas
particuliers. Nous l’oublierons temporairement afin de ne pas alourdir les notations.
Donc pour tous les modes k  1/λ la transformation de Gabor a les mêmes proprié-
tés que la transformation de Fourier pour la dérivation :
∂̂xu ' ikuˆ ∀k  1
λ
(2.25)
De plus, le cas du produit d’un champ de vitesse filtré avec un champ de vitesse
sous-filtre est aussi simplifié, si le filtre a une échelle plus grande que celle du poids de
Gabor. En effet, le champ de vitesse filtré U peut être développé autour de tout point
x :
U(x′) = U(x) + ∂xU(x)(x
′ − x) + O
(
(x′ − x)2
)
(2.26)
Alors :
Ûu′(x, k) =
∫
f(x− x′)eik(x−x′)U(x′)u′(x′)dx′
= U(x)uˆ′(x, k) + i∂xU(x)∂kuˆ′(x, k) (2.27)
Ces deux dernières propriétés sont intimement reliées à l’approche WKB (déjà utili-
sée dans l’introduction de ce manuscrit) de la RDT.
Les propriétés de la transformation de Gabor ont ici été développées dans le cas
particuliers d’une approche grandes échelles classiques. Elles restent entières dans la
plupart des cas. Il faut néanmoins les vérifier au cas par cas.
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Equation sous-filtre dans l’espace de Gabor
En appliquant la transformation de Gabor à l’équation 2.20, celle-ci devient :
∂tvˆ′i + Vj∂j vˆ′i − ∂l(kjVj)∂kl vˆ′i + vˆ′j∂jVi = −ikipˆ− (νT + ν)k2vˆ′i + σˆi + Fˆi (2.28)
où σˆi représente les termes de surface associés à la non-commutation du filtre et de
la transformation de Gabor avec les dérivées spatiales et Fi = ∂jViVj −∂jViVj −∂jViv′j −
∂jv′iVj est un terme de forçage représentant la cascade d’énergie des échelles filtrées
vers les échelles sous-filtre.
A cette équation est associée l’équation de continuité sous filtre qui s’écrit dans
l’espace de Gabor :
kiv
′
i = 0 (2.29)
Nous pouvons alors éliminer la pression en faisant le produit scalaire de l’équation
2.28 par ki et en utilisant 2.29. Alors :
∂tvˆ′i + Vj∂j vˆ′i − ∂l(kjVj)∂kl vˆ′i + vˆ′j∂jVi =
2ki
k2
vˆ′l∂l(kjVj)− (νT + ν)k2vˆ′i + σˆ′i + Fˆi (2.30)
où σˆ′i = σˆi − kik2 (kj σˆj)
Cette équation peut être réécrite ainsi :
Dtvˆ′i =
2ki
k2
vˆ′l∂l(kjVj)− (νT + ν)k2vˆ′i + σˆ′i − vˆ′j∂jVi + Fˆi (2.31)
où :
Dt = ∂t + x˙j∂j + k˙j∂kj (2.32)
x˙i = Vi (2.33)
k˙i = −∂i(kjVj) (2.34)
L’implémentation numérique plus précise dépend ensuite de l’écoulement et sera
développée au chapitre 5.
Dans la suite nous utiliserons dans un premier temps l’approche classique de champ
moyen avec une viscosité turbulente de type longueur de mélange, approche au-
jourd’hui de très loin la plus communément utilisée dans la communauté des disques
d’accrétion. Ceci nous permettra d’avoir une première vision de la turbulence dans la
nébuleuse solaire primitive, d’en comprendre certaines implications pour la formation
du système solaire externe et d’en voir les limites d’application, ce qui nous conduira à
considérer l’utilisation de l’approche RDT.
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Chapitre 3
Un mode`le de champ moyen
stationnaire pour la ne´buleuse
solaire primitive
La première étape dans l’étude de la turbulence dans la nébuleuse solaire primi-
tive est de lui appliquer un formalisme de champ moyen avec une viscosité de type
longueur de mélange. Cette méthode est en effet la plus simple a mettre en oeuvre et
permet de construire un modèle de nébuleuse quasi-analytique. Ce modèle de nébu-
leuse et de disques d’accrétion en général est appelé modèle standard. Ce modèle
de disque peut être calibré sur les observations du système solaire et dans une moindre
mesure sur celles des disques circumstellaires.
Nous verrons d’abord les équations de base du modèle puis leur application au cas
de la nébuleuse solaire primitive. Ce modèle sera testé à la lumière d’une puissante
contrainte : le fractionnement isotopique du deuterium entre l’eau et l’hydrogène mo-
léculaire.
3.1 Une approche de champ moyen pour les disques d’accre´tion
3.1.1 Quelle longueur de me´lange ?
Le choix de la longueur de mélange (et de la vitesse associée) dans la viscosité
turbulente est un problème qui reste d’actualité. Deux écoles s’affrontent sur le sujet :
1 Très tôt (historiquement), Shakura and Sunyaev (1973) ont proposé que la longueur
de mélange ne pouvait pas être plus grande que l’épaisseur verticale H du
disque, afin de ne paramétriser que la partie purement tridimensionnelle de la
turbulence1. Ils ont alors choisi une longueur de mélange Lturb = α1H. Pour as-
surer le caractère subsonique de la turbulence la vitesse turbulente est choisie
Vturb = α2cS où cS est la vitesse du son dans le disque. Ainsi la viscosité turbulente
est donnée par νT = αcSH où α = α1 α2.
1En turbulence bidimensionnelle, le flux spectral d’e´nergie va des petites e´chelles vers les grandes.
Une viscosite´ turbulente est alors peu approprie´e.
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2 Lynden-Bell and Pringle (1974) avaient proposé que la longueur de mélange dans
les disques devait être proportionnelle au rayon R, l’épaisseur H ne jouant a priori
pas de rôle dans le cisaillement (moteur de la turbulence). De même, pour eux,
la vitesse caractéristique ne pouvait être que la vitesse keplerienne elle-même.
Cela conduit à la viscosité turbulente νT = βΩR2. Plus récemment Richard and
Zahn (1999), en analysant les données expérimentales de Wendt (1933), ont mon-
tré que les écoulements en rotation différentielle devaient pouvoir être bien mo-
délisés par une viscosité turbulente du type νT = βR3∂RΩ qui revient à la visco-
sité turbulente de Lynden-Bell and Pringle (1974) si Ω s’exprime comme une loi
de puissance du rayon R (C’est le cas pour l’écoulement keplerien). Indépen-
demment, Duschl et al. (2000) ont abouti à la même conclusion en étudiant les
échelles caractéristiques de l’écoulement. En utilisant la relation classique des vis-
cosités turbulentes dans les approches de champ moyen νT /ν = Re/Rec Duschl
et al. (2000) ont déduit que β = 1/Rec où Rec est le nombre de Reynolds critique
de l’écoulement.
Nous utiliserons dans la suite la viscosité α de Shakura and Sunyaev (1973), mais la
viscosité β, fondée sur des arguments peut être plus solides est à tester. Un exemple
de modèle de disques construit sur cette dernière viscosité turbulente est montré dans
Huré et al. (2001).
3.1.2 Solutions stationnaires
Nous nous limiterons ici à la recherche de solutions stationnaires pour le champ de
vitesse et les grandeurs thermodynamiques du disque. La justification de cette limita-
tion sera développée dans la section 3.1.3 et nous la considérerons dans un premier
temps comme admise.
Notons U , V , W les trois composantes respectivement radiale, azimutale et verticale
du champ de vitesse moyen.
On suppose la structure en équilibre hydrostatique vertical de telle sorte que la vi-
tesse moyenne verticale est nulle. Les équations du champ moyen du disque s’écrivent
alors :
∂tU + U∂RU − V
2
R
= − GMR
(R2 + z2)3/2
− 1
ρ
∂RP + νT ∂R
1
R
∂RRU (3.1)
∂tV + U∂RV +
UV
R
= νT ∂R
1
R
∂RRV (3.2)
0 = − GMz
(R2 + z2)3/2
− 1
ρ
∂zP (3.3)
De´termination du champ de vitesse moyen
Afin de rendre possibles les calculs de façon analytique, le fluide est supposé po-
lytropique avec un équation d’état P = Kργ . Dans ce cas un potentiel de pression P˜
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peut être défini de manière analogue au cas incompressible par :
P˜ = K
γ
γ − 1ρ
γ−1 (3.4)
Ainsi défini, le potentiel de pression vérifie la propriété ∇P˜ = 1ρ∇P 2. L’équation 3.3
intégrée entre z et H s’écrit :
P˜ (R, z) = P˜ (H) +
GM
(R2 + z2)1/2
− GM
(R2 + H2)1/2
(3.5)
On considère le cas où H est définie par une ligne iso-potentiel de pression. Alors,
P˜ (H) ne dépend pas de R. La dérivée radiale de P˜ s’exprime alors simplement :
∂RP˜ = − GMR
(R2 + z2)3/2
+
GMR
(R2 + H2)3/2
(
1 +
HdRH
R
)
(3.6)
En supposant la vitesse radiale moyenne négligeable devant la vitesse azimutale
moyenne, l’équation 3.2 donne pour la vitesse azimutale :
∂tV − V
2
R
= −∂RP˜ − GMR
(R2 + z2)3/2
(3.7)
En insérant l’équation 3.6 dans l’équation 3.7, on tire que les solutions stationnaires
de l’équation s’écrivent :
V 2
R
=
GMR
(R2 + H2)3/2
(
1 +
HdRH
R
)
(3.8)
Dans le cas d’un disque mince, tel que H/R  1, l’équation 3.8 peut être dévelop-
pée à l’ordre 1 en H2/R2 :
V 2
R
=
GM
R2
(
1− 3
2
H2
R2
+
HdRH
R
)
(3.9)
Ainsi, si H/RdRH  1, à l’ordre 0 en H/R, la vitesse azimutale suit une loi keple-
rienne3 :
V =
√
GM
R
(3.10)
La vitesse radiale stationnaire est donnée par l’équation 3.3 qui peut s’exprimer
par :
U
R
∂RRV = νT ∂R
1
R
∂RRV (3.11)
Dans le cas d’une vitesse azimutale keplerienne 3.10, la vitesse radiale moyenne
devient :
U = −3
2
νT
R
(3.12)
2Il aurait e´galement e´te´ possible de prendre une e´quation d’e´tat un peu plus ge´ne´rale en supposant
un fluide barotropique, c’est a` dire dont la pression est une fonction quelconque de la densite´ seulement.
Un potentiel de pression peut alors eˆtre de´fini par ∇P˜ = 1
ρ
∇P , de sorte que la pression et la densite´
ne s’expriment pas de fac¸on simple en fonction du potentiel de pression, mais les de´veloppements pour
de´terminer le champ de vitesse moyen restent parfaitement identiques.
3Il est important de noter que la faible amplitude de la de´rive´e radiale de l’e´paisseur du disque est une
condition sine qua non du caracte`re keplerien de la vitesse azimutale, et donc qu’il faut non seulement
que l’e´paisseur du disque soit ne´gligeable devant le rayon, mais aussi que ses variations radiales soient
faibles.
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Notons que ce champ de vitesse n’est qu’un cas particulier du champ de vitesse
du modèle standard (Pringle 1981). En effet, le modèle standard prend en compte le
raccordement de la vitesse radiale à la vitesse radiale (nulle) de l’objet central. J’invite
le lecteur à se référer à Pringle (1981) pour l’expression générale. Dans le cas présent,
nous poursuivrons une démarche de turbulence classique en nous concentrant sur la
partie de l’écoulement où la turbulence est bien développée et ne dépend pas des
bords. Notons que l’interaction disque/étoile reste un problème ouvert, en constante
progression et il est probable que le champ magnétique y joue un rôle important (Bou-
vier et al. 1999). Loin de l’étoile le champ de vitesse développé ici est parfaitement
équivalent aux solution stationnaires du modèle standard.
Structure thermodynamique
Cette sous-section énonce les équations de base du modèle standard tel qu’il est
défini dans Pringle (1981) et Shakura and Sunyaev (1973), mais en restant dans le cadre
formel des équations sans proposer, pour le moment, de méthode pour les résoudre.
L’équation générale pour l’énergie interne du fluide est :
ρcV
(
∂tT + U∂RT
)
= ρQ +
1
R
∂RRFR + ∂zFz +
1
R
∂RρcV RκT ∂RT (3.13)
Où :
Q est la création d’énergie interne par dissipation turbulente (souvent appelée chauf-
fage visqueux) donnée dans le cas général par Q = τij∂jui, ce qui devient dans
le formalisme utilisé Q = νT (R∂R VR )
2.
Fi = ρcV κRad∂iT est le flux radiatif du disque, avec κRad = 8/3σT 3/(ρ2cV κR), où κR est
la moyenne de Rosseland du coefficient d’absorption radiative.
cV est la capacité calorifique à volume constant du fluide.
κT est la diffusivité turbulente issue des termes sous-maille de l’équation scalaire de
Fourier.
L’hypothèse de disque mince permet d’emblée de négliger le terme de diffusion
radiative radiale devant son homologue vertical.
Les différents termes de l’équation 3.13 sont de poids différents et associés aux
temps caractéristiques suivants :
τvisc =
R2
νT
τdiff =
R2
κT
τcool =
H2
κRad
τQ =
cV T
νT (R∂RΩ)2
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Où τadv, τdiff , τcool et τQ sont respectivement les temps caractéristiques visqueux,
de diffusion turbulente, de refroidissement radiatif et de chauffage turbulent.
Au nombre de Prandtl turbulent près, les temps caractéristiques visqueux et de dif-
fusion sont du même ordre de grandeur. Par ailleurs seuls les termes de refroidissement
radiatif et de chauffage sont des termes de source (ou de puit) dans l’équation 3.13.
C’est-à-dire que si le système est isolé, l’intégrale des autres termes est nulle4. Le rap-
port τadv/τQ, donné par
τadv
τQ
=
(R2∂RΩ)
2
cV T
∼
(H
R
)2
, (3.14)
montre à l’évidence que si le disque est mince le chauffage visqueux ne peut pas, en
régime stationnaire, être compensé par les termes d’advection ou de diffusion turbu-
lente.
Ainsi, dans les limites de validité des approximations faites, les solutions stationnaires
de l’équation 3.13 sont données par :
∂zFz = ρQ (3.15)
Cette équation très simple relie les quantités dynamiques de l’écoulement aux
quantités thermodynamiques du fluide. Couplée à une équation d’état et au supposé
équilibre thermodynamique vertical elle permet de déterminer la structure thermody-
namique locale du disque.
Un mode`le de disque analytique
Une première approche pour résoudre les équations du modèle standard consiste
à ne pas calculer explicitement la structure verticale du disque. Ceci nécessite quelques
approximations supplémentaires, mais permet de résoudre les équations du disque
mince de façon analytique (ou presque).
L’équation de conservation de la masse peut être intégrée verticalement (en z)
pour donner :
M˙ = 2piRΣ| < U >F | (3.16)
où M˙ est le flux radial de masse ou taux d’accrétion5, Σ =
∫
ρdz est la densité de sur-
face du disque et < U >F = 1Σ
∫
ρUdz est la moyenne de Favre de la vitesse radiale.
Avec l’expression de la vitesse radiale donnée par l’équation 3.12, l’expression du
taux d’accrétion devient :
M˙ = 3piΣ < νT >F (3.17)
4Bien entendu le syste`me n’est pas force´ment isole´... Dans ce cas ces termes apparaissent comme des
termes de forc¸age par les conditions aux limites.
5Ce taux d’accre´tion est la constante d’inte´gration de l’e´quation de continuite´ re´duite divρ~v = 0
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De même, l’intégration de l’équilibre hydrostatique en z peut s’exprimer ainsi :
P (H)− P (0) = −GM
2R3
Σλ (3.18)
où λ est une longueur définie par :
λ =
∫H
0
ρzdz∫H
0
ρdz
= 2
∫H
0
ρzdz
Σ
(3.19)
Dans la pratique, la pression à la surface du disque, égale à celle du milieu cir-
cumstellaire environnant, est de plusieurs ordres de grandeur plus faible que la pression
centrale du disque (en z = 0). En notant Pc la pression centrale du disque, l’équation
précédente devient :
Pc =
1
2
ΣΩ2λ (3.20)
Par ailleurs, en utilisant l’équation 3.17, l’équation 3.15 intégrée verticalement de-
vient :
Fz(H) =
9
8
Σ < νT >F Ω
2 =
3
8
M˙
pi
Ω2 (3.21)
On peut par ailleurs définir une température effective du disque (la température de
rayonnement de l’anneau considéré) reliée au flux radiatif à la surface du disque par :
Fz(H) = σT
4
eff (3.22)
Les équations 3.17, 3.21 et 3.22 sont les seules à ne pas nécessiter d’approximation
supplémentaire. La dernière équation restante (structure verticale en température) ne
peut pas être calculée analytiquement sans introduire d’hypothèse supplémentaire.
Cette approximation à ajouter, souvent appelée “one zone", consiste à estimer les
gradients verticaux à la surface d’une quantité Q par sa valeur centrale divisée par
l’épaisseur du disque :
∂zQ
∣∣∣
z=H
= −Q(z = 0)
H
(3.23)
En utilisant la définition de la profondeur optique τ
∂zτ = −κRρ (3.24)
la définition du flux radiatif devient :
Fz(z) =
8
3
σT 3
(
∂zτ)
−1∂zT (3.25)
En z = H, cette équation et l’équation 3.23 permettent d’exprimer la température
centrale par :
T 4c
4H
=
3
8
1
σ
τc
H
Fz(H) (3.26)
où les valeurs centrales (en z = 0) sont notées avec un petit c.
Finalement, en combinant cette dernière équation avec l’équation 3.21, la tempé-
rature centrale du disque est donnée par :
Tc(R) =
( 9
16
M˙
piσ
τcΩ
2
)1/4
(3.27)
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La dernière inconnue du système, qui en l’occurence conditionne toute la structure
du disque, est la profondeur optique centrale du disque. Son expression requiert un
retour à sa définition 3.24. L’intégration verticale de l’équation 3.24 donne :
τs − τc = −1
2
Σ < κR >F (3.28)
où le facteur 1/2 vient de la parité de la fonction ∂zτ .
Le coefficient d’absorption radiative est une fonction de la composition chimique
du gaz et de la température (qui conditionne le degré d’excitation des espèces). Dans
les régimes de densité et température qui nous intéressent, le gaz nébulaire est sous
forme moléculaire. Dans ce cas, la composition chimique du gaz restent globalement
inchangée (Le gaz est toujours composé principalement d’hydrogène moléculaire et
les grains sont condensés) ce qui rend le coefficient d’absorption très peu dépendant
de la densité.
Par ailleurs, le gaz est considéré comme parfait :
Pc =
ρcRBTc
µ
(3.29)
où RB est la constante des gaz parfaits (8.314 en unités du système international) et
µ est le poids moléculaire moyen du gaz (2.4 unités de masse atomique, en supposant
un gaz de composition solaire).
Pour résoudre le système d’équations, restent à exprimer les moyennes de Favre de
la viscosité < νT >F , du coefficient d’absorption < κR >F , la longueur caractéristique
λ et la densité centrale ρc en fonction des variables thermodynamiques qui nous inté-
ressent, à savoir Pc, Tc, Σ et H. Par souci de simplicité, les approximations suivantes sont
effectuées :
< νT >F = αcS(z = 0)H (3.30)
< κR >F = κR(z = 0) (3.31)
λ =
H
2
(3.32)
ρc =
Σ
2H
(3.33)
Dans ce cas le système d’équations régissant la structure du disque est :
Σ =
M˙
3piαcS(T )H
(3.34)
T =
( 9
16
M˙
piσ
1
2
ΣκR(ρ, T )Ω
2
)1/4
(3.35)
H =
√
2
RBT
µΩ2
(3.36)
P =
ΣRBT
µH
(3.37)
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Fig. 3.1 – Moyenne de Rosseland du coefficient d’absorption radiative en fonction de
la tempe´rature (compilation issu de Hure´ (2000) incluant les travaux de Seaton et al.
(1994), Alexander and Ferguson (1994), Henning and Stognienko (1996) et Bell et al.
(1997)).
où les petits "c" en indice ont été oubliés pour alléger les notations.
Ces équations peuvent être réécrites de la façon suivante :
T 5 = 1.20× 10−6α−1κRM˙2Ω3 (3.38)
Σ5 = 1.80× 10−3α−4κ−1R M˙3Ω2 (3.39)
H10 = 8.32× 103α−1κRM˙2Ω−7 (3.40)
où les grandeurs sont exprimées en cgs.
La résolution de ce système d’équations nécessite l’apport des coefficients d’ab-
sorption. En pratique ces coefficients sont tabulés et leur expression réaliste est montrée
sur la figure 3.1.
Néanmoins, pour rendre analytique la résolution du système d’équations, nous uti-
liserons une version analytique approximée des coefficients d’absorption tirée de l’ap-
pendice de Ruden and Pollack (1991) à partir de Pollack et al. (1985). L’expression du
coefficient d’absorption est dépendante de "zones" de température :
Pour T < 150K
κ1 = 2× 10−4T 2 (3.41)
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alors, en unités cgs (température en K, densité de surface en g/cm2 et épaisseur
en cm) :
T = 1.96× 107
(
M∗
M
)1/2(
M˙
M/an
)2/3
α−1/3
(
R
UA
)−3/2
(3.42)
Σ = 1.39× 102
(
M˙
M/an
)1/3
α−2/3 (3.43)
H = 1.85× 1014
(
M∗
M
)−1/4(
M˙
M/an
)1/3
α−1/6
(
R
UA
)3/4
(3.44)
Pour 150K < T < 180K
κ2 = 1.15× 1018T−8 (3.45)
alors :
T = 2.27× 103
(
M∗
M
)3/26(
M˙
M/an
)2/13
α−1/13
(
R
UA
)−9/26
(3.46)
Σ = 1.20× 107
(
M∗
M
)5/13(
M˙
M/an
)11/13
α−12/13
(
R
UA
)−15/13
(3.47)
H = 2.00× 1012
(
M∗
M
)−23/52(
M˙
M/an
)2/26
α−1/26
(
R
UA
)12/13
(3.48)
Pour 180K < T < 2× 103ρ1/50K (où ρ est en cgs)
κ3 = 2× 10−2T 3/4 (3.49)
alors :
T = 4.15× 105
(
M∗
M
)6/17(
M˙
M/an
)8/17
α−4/17
(
R
UA
)−18/17
(3.50)
Σ = 6.58× 104
(
M∗
M
)9/34(
M˙
M/an
)9/17
α−13/17
(
R
UA
)−15/34
(3.51)
H = 2.70× 1013
(
M∗
M
)−11/34(
M˙
M/an
)4/17
α−2/17
(
R
UA
)33/34
(3.52)
Pour 2× 103ρ1/50K < T < 2780ρ1/48K
κ4 = 1.57× 1060ρ3/8T−18 (3.53)
alors :
T = 2.85× 103
(
M∗
M
)135/1784(
M˙
M/an
)171/1784
α−99/1784
(
R
UA
)−405/1784
(3.54)
Σ = 9.56× 106
(
M∗
M
)757/1784(
M˙
M/an
)1613/1784
α−1685/1784
(
R
UA
)−2271/1784
(3.55)
H = 2.27× 1012
(
M∗
M
)−1649/3568(
M˙
M/an
)171/3568
α−99/3568
(
R
UA
)4947/3568
(3.56)
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Pour 2780ρ1/48K < T < 1.025× 104ρ2/27K
κ5 = 1.6× 10−2 (3.57)
alors :
T = 5.71× 104
(
M∗
M
)3/10(
M˙
M/an
)2/5
α−1/5
(
R
UA
)−9/10
(3.58)
Σ = 4.78× 105
(
M∗
M
)1/5(
M˙
M/an
)3/5
α−4/5
(
R
UA
)−3/5
(3.59)
H = 1.00× 1013
(
M∗
M
)−1/4(
M˙
M/an
)1/5
α−1/10
(
R
UA
)21/20
(3.60)
Pour 1.025× 104ρ2/27K < T < 3200K
κ6 = 2× 1034T−9 (3.61)
alors :
T = 5.53× 103
(
M∗
M
)3/32(
M˙
M/an
)1/8
α−1/16
(
R
UA
)−9/32
(3.62)
Σ = 4.94× 106
(
M∗
M
)13/32(
M˙
M/an
)1/16
α−15/16
(
R
UA
)−39/32
(3.63)
H = 3.12× 1012
(
M∗
M
)−29/64(
M˙
M/an
)1/16
α−1/32
(
R
UA
)87/64
(3.64)
Ce modèle analytique est assez semblable à ceux de Dubrulle (1993) et Huré (1998).
Il est remarquable que bien qu’ils soient fondés sur les mêmes équations, aucun, de ce
modèle et des deux autres, ne donne la même valeur numérique pour les grandeurs
thermodynamiques. En effet, les nombreuses approximations effectuées pour dériver
analytiquement la structure du disque peuvent prendre des formes diverses, souvent
contestables. En l’occurence le modèle ici développé ne diffère des deux précédem-
ment cités que par le traitement de l’équilibre hydrostatique et la définition de l’épais-
seur du disque.
Ainsi bien que les modèles analytiques permettent une résolution raisonnablement
bonne des équations du disque (Huré and Galliano 2001), nous utiliserons dans la suite
une approche numérique pour la résolution de ces équations. Cette approche, appe-
lée approche à 1+1 dimensions, calcule sans approximation supplémentaire les équa-
tions développées dans la section 3.1.2.
Re´solution nume´rique de la structure verticale
La deuxième approche pour résoudre le système d’équations du disque mince
consiste à résoudre numériquement la structure verticale du disque. D’un point de vue
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purement formel, cette approche est plus simple dans la mesure où elle ne nécessite
pas de faire les approximations inhérentes à l’approche semi-analytique. Les équations
résolues sont alors :
∂zFz =
9
4
ρνT Ω
2 (3.65)
∂zT =
3
8
ρκR
σT 3
Fz (3.66)
∂zP = ρ
GMz
R3
(3.67)
(3.68)
3.1.3 Une pseudo-de´pendance en temps
L’évolution temporelle de la structure du disque est par définition inaccessible aux
solutions stationnaires. En toute généralité, pour la calculer, il faudrait utiliser une ap-
proche différente. Néanmoins si le temps d’ajustement dynamique du disque est suf-
fisamment court devant le temps caractéristique d’évolution du disque, il est possible
de modéliser l’évolution du disque par une suite de solutions stationnaires. Il est impor-
tant de comprendre que l’évolution du disque est alors contrôlée par l’évolution des
conditions aux limites du système. En pratique l’évolution du disque est contrôlée par
l’évolution du flux de masse (accrétion) sur l’étoile. Les observations montrent en ef-
fet que le taux d’accrétion dans le disque semble varier avec l’âge de l’étoile et que
cette variation peut être raisonnablement bien reproduite par une loi du type :
M˙(t) = M˙0
(
1 +
t
t0
)−s
(3.69)
où s est trouvé de l’ordre de 1.5 et M˙0 de l’ordre de 10−6M/an (Hartmann et al.
1998, Calvet et al. 2000). Bien entendu ces valeurs sont très imprécises. La valeur de t0
n’a jamais été déterminée.
Cette loi avait d’abord été introduite théoriquement par Makalkin and Dorofeyeva
(1991) pour reproduire les simulations de Ruden and Pollack (1991). Ces mêmes auteurs
avaient exprimé le temps caractéristique d’évolution du disque par :
t0 =
R2D
3νT (RD)
(3.70)
où RD est le rayon externe initial du disque.
Il est important de noter que les solutions stationnaires calculées dans les sections
précédentes sont par construction infinies en rayon. Pour leur donner une taille finie,
ces solutions sont coupées a posteriori au rayon RD. Ce rayon a une évolution alors
indépendante des autres équations du système qui suit la loi (Drouart et al. 1999) :
dRD
dt
=
3
2
νT
RD
(3.71)
L’ajout des relations 3.69 et 3.71 vient compenser l’absence d’évolution tempo-
relle inhérente à l’utilisation de solutions stationnaires. Physiquement la décroissance du
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taux d’accrétion est la conséquence d’une part de la dilution de la masse du disque
par diffusion turbulente et d’autre part de sa diminution par accrétion dans l’étoile.
L’évolution du rayon du disque représente quant à elle la diffusion de la matière (et
du moment cinétique) vers l’extérieur. Précisons que ces relations ont été calibrées sur
l’étude de Ruden and Pollack (1991), où une approche réellement dépendante du
temps avait été utilisée.
Les équations 3.69 et 3.71 gèrent à elles seules l’évolution temporelle du disque.
Le système d’équations composé de ces deux dernières équations et des équations
stationnaires de la structure thermodynamique du disque dépend de trois paramètres
libres :
α la viscosité turbulente dédimensionnée (supposée indépendante du temps)
M˙0 le taux d’accrétion initial du disque
RD(t = 0) le rayon initial du disque (la condition initiale de l’équation 3.71)
3.2 Calibration du mode`le
Afin de contraindre les valeurs des paramètres libres du modèle, il faut le comparer
aux observations de disques circumstellaires. Malheureusement, les observations ac-
tuelles des disques fournissent peu d’information sur leurs régions internes, c’est à dire
sur les régions contenues dans les 30 unités astronomiques les plus proches de l’étoile.
Pour trouver des informations sur ces régions, où les planètes du système solaire sont
contenues, il faut se tourner vers le seul disque où l’on ait suffisamment de résolution
spatiale : la nébuleuse solaire primitive. Le problème peut sembler alors encore plus
inextricable : la nébuleuse n’existe plus. Néanmoins, les objets du système solaire s’y
sont formés et sont en un sens des reflets de se qu’était ce disque. Le jeu est donc
de trouver dans le système solaire des informations qui sont restées inchangées depuis
sa formation. Cette information ce trouve dispersée entre d’une part les météorites et
les comètes (pour les phases condensées) et d’autre part les planètes géantes Jupiter
et Saturne (pour la phase gazeuse non condensable). Les planètes géantes Uranus et
Neptune sont, comme nous le verrons dans la prochaine section, à mi-chemin entre Ju-
piter et Saturne (planètes géantes essentiellement gazeuses) et les comètes glacées.
Ces différents objets ont gardé la trace d’une puissante contrainte : le fractionnement
isotopique du rapport D/H entre l’eau et l’hydrogène. Cette contrainte fut d’abord
identifiée par Lécluse et al. (1996) puis appliquée dans sa forme actuelle par Drouart
et al. (1999) au cas des solutions moyennées verticalement puis par Hersant et al. (2001)
au cas des solutions verticalement résolues. Bien que le formalisme soit très semblable,
c’est sur l’approche développée dans Hersant et al. (2001) que nous nous appesanti-
rons plus dans la suite.
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3.2.1 Fractionnement du rapport D/H : l’essence de la contrainte
La réaction d’échange isotopique d’un atome de Deuterium entre l’eau et l’hy-
drogène est la suivante :
H2O + HD 
 HDO + H2 (3.72)
La constante d’équilibre de la réaction est donnée par :
K(T ) =
(HDO)(H2)
(H2O)(HD)
(3.73)
où les parenthèses représentent une activité thermodynamique. Dans le cas de
gaz, l’activité d’une espèce chimique est égale à sa pression partielle.
On peut alors définir, indépendemment du fait que la réaction soit à l’équilibre ou
pas un facteur de fractionnement par :
f =
(HDO)(H2)
(H2O)(HD)
(3.74)
A l’équilibre, ce facteur de fractionnement est égal à la constante de réaction par
définition. Or la constante d’équilibre d’une réaction est une fonction de la tempéra-
ture et de la température seulement. Donc quand la réaction d’échange isotopique
est à l’équilibre, le facteur de fractionnement est un puissant traceur de la température.
Le problème pourrait alors sembler d’une extrême simplicité ! Il suffirait de mesu-
rer ce facteur dans un objet du système solaire pour en connaître la température de
formation. Malheureusement à basse température et dans un milieu non ionisé cette
réaction est cinétiquement inhibée et n’atteint jamais l’équilibre.
Dans ce cas, la diffusion turbulente des réactifs joue un rôle primordial dans l’évo-
lution du facteur d’enrichissement et une approche hors équilibre doit être menée.
Néanmoins, son traitement tire avantage du fait que l’hydrogène était la molé-
cule la plus abondante dans la nébuleuse et qu’il peut donc être considéré comme
un réservoir de Deuterium. Le rapport D/H dans l’hydrogène moléculaire est très peu
influencé par la présence de Deuterium dans d’autres molécules nettement moins
abondantes, comme l’eau.
3.2.2 Le rapport D/H dans le syste`me solaire
Les observations du rapport D/H dans le système solaire sont résumées sur la figure
3.2.
Le fait que Jupiter soit composé en majorité d’hydrogène permet de supposer que
son rapport D/H mesuré dans l’hydrogène est la valeur protosolaire du rapport D/H
dans l’hydrogène moléculaire. Cette intuition est en fait confirmée par l’estimation du
rapport D/H protosolaire à partir du rapport 3He/4He dans le vent solaire (Geiss and
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Fig. 3.2 – Abondance volumique du Deuterium par rapport a` l’hydroge`ne dans le
syste`me solaire (issu de Hersant et al. (2001) a` partir de Bockele´e-Morvan et al. (1998))
Gloeckler 1998) qui, compte tenu des barres d’erreur, est en bon accord avec la me-
sure par spectroscopie de masse dans Jupiter, à partir de données de la sonde Galileo
(Mahaffy et al. 1998) et la mesure du spectrographe infrarouge a bord du satellite ISO
(Lellouch et al. 2001). Les mesures Galileo étant précises et n’ayant pas nécessité de
modélisation additionnelle, elles reçoivent aujourd’hui plus de confiance auprès de la
communauté. Afin de prendre en compte toutes les estimations du rapport D/H pro-
tosolaire, nous utiliserons dans la suite une moyenne pondérée (par l’inverse des barres
d’erreur) de toutes ces mesures :
D/H
(
H2
)∣∣∣
proto
= 2.5± 0.5× 10−5 (3.75)
D’autre part les météorites de Semarkona et Bishunpur (LL3) analysées par (Deloule
et al. 1998) montrent la coexistence de phases minéralogiques dont le rapport D/H
dans l’eau est fortement enrichi par rapport à la valeur solaire, par un facteur f de
l’ordre de 30, avec des phases minéralogiques dont le rapport f est seulement de
l’ordre de 3. En l’occurence la valeur fortement enrichie des météorites LL3 est la plus
forte valeur du rapport D/H dans l’eau mesurée dans le système solaire avec une
valeur de 730 ± 120 ppm. Cette valeur sera donc supposée être la valeur protosolaire
du rapport D/H dans l’eau :
D/H
(
H2O
)∣∣∣
proto
= 7.3± 1.2× 10−4 (3.76)
A la vue de ces deux valeurs protosolaires pour les deux molécules qui nous in-
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téressent il apparaît comme évident que la valeur du D/H mesurée dans les glaces
cométaires est le produit d’un échange isotopique dans le gaz de la nébuleuse. Cette
valeur correspondant à un f de l’ordre de 12 est donc une contrainte puissante sur
l’échange isotopique dans la nébuleuse et donc sur sa structure thermodynamique.
Le cas des planètes géantes mérite alors quelques remarques : si Jupiter et Saturne
ont un rapport D/H qui correspond à la valeur protosolaire dans H2, Uranus et Neptune
ont un rapport D/H qui semble intermédiaire à la valeur protosolaire et la valeur des
glaces cométaires. Après la formation de la planète, l’eau et l’hydrogène moléculaire
équilibrent leur rapport isotopique, le rapport D/H de toute les molécules hydrogénées
de l’enveloppe devient homogène et la valeur mesurée 4.5 milliards d’années plus tard
dans l’hydrogène de la planète est une moyenne pondérée par leur abondance du
rapport D/H dans toutes les molécules présentes dans le gaz et les planétésimaux qui
ont formé la planète. Ainsi un simple regard sur leur rapport D/H permet de savoir que
Jupiter et Saturne ont peu d’eau en proportion par rapport à l’hydrogène et ont donc
un rapport D/H pratiquement égal à la valeur protosolaire dans H2, alors que Uranus
en Neptune en ont beaucoup plus et ont un rapport D/H à mi-chemin entre la valeur
protosolaire dans H2 et la valeur des glaces cométaires.
La coexistence entre la valeur dite protosolaire dans l’eau et une valeur très fai-
blement enrichie dans les météorites est la plus puissante contrainte sur les modèles
de nébuleuse. Les météorites (comme tous les planétésimaux) se sont formées à partir
d’un agrégat de grains de glaces et de silicates dont le rapport D/H correspond à la
valeur dans l’eau gazeuse au moment de sa condensation. Le modèle doit donc être
capable d’expliquer que des grains de glace aient pu se condenser avec des valeurs
pour f variant entre 3 et 30.
3.2.3 Chimie isotopique du rapport D/H en milieu turbulent
Le traitement du problème requiert la prise en compte de la diffusion turbulente
des réactifs. En l’absence d’échange chimique, chaque espèce voit son rapport de
mélange suivre une équation de diffusion classique :
∂tC + U∂RC =
1
RΣ
∂RΣκT R∂RC (3.77)
Notons C1 le rapport de mélange HDO/H2O et C2 le rapport de mélange HD/H2.
Le facteur de fractionnement isotopique f est alors donné par :
f =
C1
C2
(3.78)
La seule espèce chimique à être influencée par l’échange isotopique est HDO, car
HD est un réservoir de deuterium et H2O est un réservoir "d’eau". Pour calculer le terme
d’échange isotopique, écrivons les taux d’échange :
H2O + HD 
 HDO + H2 (3.79)
57
Champ moyen
où les constantes de vitesse k1 et k2 sont reliées à la constante d’équilibre par :
K(T ) =
k2
k1
(3.80)
La réaction ne mettant a priori pas en jeu de collision à trois corps, l’évolution de
l’activité chimique de HDO suit la loi :
d(HDO)
dt
= k2(H2O)(HD)− k1(HDO)(H2) (3.81)
De là :
dC1
dt
= k2(HD)− k1C1(H2) (3.82)
Les deux équations de diffusion pour C1 et C2 sont donc :
∂tC1 + U∂RC1 =
1
RΣ
∂RΣκT R∂RC1 + k2(HD)− k1C1(H2) (3.83)
∂tC2 + U∂RC2 =
1
RΣ
∂RΣκT R∂RC2 (3.84)
Sachant que
df =
1
C2
dC1 − C1
C22
dC2, (3.85)
l’équation de diffusion pour le facteur de fractionnement s’écrit :
∂tf + U∂Rf =
1
C2RΣ
∂RRΣκT ∂RC1 − C1
C22RΣ
∂RRΣκT ∂RC2 + k2(H2)− k1f(H2) (3.86)
En rassemblant les termes à l’aide des équations 3.80 et 3.85 l’équation de diffusion
pour f s’écrit :
∂tf + U∂Rf =
1
RΣ
∂RRΣκT ∂Rf − 2κT ∂RC2
C2
∂Rf + k1(H2)
(
K(T )− f
)
(3.87)
Etant donné que HD est le réservoir principal de deuterium, il est facile de s’assurer
que ∂RC2 est négligeable devant les autres termes de l’équation. Cette estimation est
plus récente que les oeuvres publiées. A l’origine (Drouart et al. 1999, Hersant et al.
2001), ce terme avait été estimé de la façon suivante :
∂RC2
C2
=
∂RΣ
Σ
(3.88)
D’autre part l’activité d’un gaz est donnée par sa pression partielle. Dans le cas
de H2, sa pression partielle étant la pression totale du gaz, son activité est (H2) = P .
Finalement :
∂tf + U∂Rf =
1
RΣ
∂RRΣκT ∂Rf + k(T )P
(
K(T )− f
)
(3.89)
où le 1 en indice de la constante de vitesse a été oublié pour simplifier les notations.
Dans le cas des oeuvres publiées Drouart et al. (1999) et Hersant et al. (2001) l’équa-
tion de diffusion intégrée était :
∂tf +
(
U − 2κT ∂RΣ
Σ
)
∂Rf =
1
RΣ
∂RRΣκT ∂Rf + k(T )P
(
K(T )− f
)
(3.90)
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Nous nous placerons dans ce dernier cas dans un premier temps pour discuter dans
la section 3.3 de l’influence du traitement de ∂RC2.
Les dépendances de k et K sont tabulées dans Lecluse and Robert (1994) :
K(T ) = e
0.04− 13.17√
T
+ 583.75
T (3.91)
k(T ) = 5.376× 10−3e− 5170T 273
T
(3.92)
où k(T ) est en atm−1s.
Numériquement, cette équation est calculée suivant un schéma de Crank-Nicholson
(Press et al. 1992). Ce schéma semi-implicite en temps assure une stabilité incondition-
nelle aux calculs. La discrétisation spatiale suit une progression géométrique Ri+1 =
1.03Ri. Le pas de temps est adapté à l’échange chimique et ne peut pas être plus
grand que 50 ans pour assurer un bon traitement du transport diffusif.
3.2.4 Contraintes additionnelles
Le fractionnement isotopique du rapport D/H entre l’eau et l’hydrogène molécu-
laire est une puissante contrainte sur les profils radiaux de la température dans le gaz
de la nébuleuse solaire primitive, et de son évolution temporelle. En l’occurence, nous
avons pu tester que les contraintes souvent rencontrées dans la littérature concernant
la température de formation des météorites sont moins contraignantes que le fraction-
nement du D/H6. Néanmoins un profil de température donné peut être atteint par
plusieurs types de paramètres libres. En particulier les profils de température de mo-
dèles ayant un même rapport M˙/α sont assez équivalents.
Ainsi pour limiter le jeu de paramètres libres possibles, nous avons choisi d’utiliser un
jeu de contraintes physiques additionnelles sur les modèles :
Pour empêcher le disque de développer des instabilités gravitationnelles à grande
échelle qui auraient mis en péril sa survie et sans doute dans une certaine me-
sure empêché la formation des planètes, nous avons limité sa masse à 0.3 masse
solaires. Cette valeur limite a été tirée de l’article de Shu et al. (1990) qui ont
étudié les conditions de développement de telles instabilités. Il est important de
noter que la formation des planètes géantes fait intervenir une instabilité gravi-
tationnelle locale qui n’est pas exclue par cette limitation de masse. Cette va-
leur limite de 0.3 masses solaires reste controversée : les disques de cette masse
sont connus pour être auto-gravitants dans la région des planètes géantes (Huré
2000). Cette controverse devrait être levée dans un avenir proche par un traite-
ment plus précis et auto-cohérent du champ de gravité du disque et de son rôle
dans la dynamique (Jean-Marc Huré, communication personnelle).
6Dans les papiers un peu anciens, apparait parfois une contrainte sur les tempe´ratures de formation
des plane`tes ge´antes. Cette contrainte, base´e sur une conception aujourd’hui abandonne´e de la formation
plane´taire(Lewis 1974), n’a plus lieu d’eˆtre et n’est plus utilise´e dans les oeuvres re´centes.
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La masse des solides (glaces, silicates et métaux) dans le système solaire est de 3 ×
10−4M. Il faut donc qu’initialement ces solides aient été présents dans la né-
buleuse. En supposant un rapport gaz/poussières initial de 100, cette propriété
se traduit par le fait que la masse de la nébuleuse solaire primitive devait être
initialement au minimum de 0.03M.
Nous avons forçé le rayon externe de la région turbulente à atteindre l’orbite de Nep-
tune en moins de 250 000 ans après la formation du soleil. Cette contrainte est un
peu arbitraire et sera sans doute à relacher dans les travaux futurs. Elle présente
néanmoins l’avantage de forcer les solutions du problème à être des disques
d’extension radiale raisonnable (& 100 unités astronomiques), comparables aux
disques circumstellaires.
3.2.5 Application du formalisme au mode`le
Le modèle comporte 3 paramètres libres : α, M˙0 et RD(t = 0). Le traitement du frac-
tionnement isotopique comme scalaire passif fait apparaître un quatrième paramètre
libre : le nombre de Prandtl turbulent PR = νTκT .
La figure 3.3 montre un exemple de calcul d’évolution de f dans une structure ther-
modynamique calculées avec un paramètre α = 0.009, un taux d’accrétion initial de
5×10−6M/an et un rayon initial de 17 unités astronomiques. Ce modèle est un exemple
caractéristique des modèles globalement satisfaisants. Ses profils de température, den-
sité de surface et pression sont montrés sur les figure 3.4, 3.5 et 3.6.
Nous avons testé environ 240000 modèles pour trois valeurs de PR. La gamme de
paramètres libres est alors assez restreinte. Parmi les trois valeurs de PR testées (0.196,
0.7, 1), la valeur PR = 0.7 est associée au plus grand nombre de modèles possibles et a
été choisie par principe de plus grande incertitude. Dans ce cas, les paramètres sont
bornés de la façon suivante :
– Paramètre de viscosité turbulente : 0.006 < α < 0.04
– Taux d’accrétion initial : 2× 10−6 < M˙0 < 1× 10−5 masses solaires par an.
– Rayon initial : 12.8 < RD < 39 unités astronomiques
Les résultats pour PR = 0.7 sont donnés sur la figure 3.7. Chaque symbole sur ces
figures représente un modèle en mesure d’expliquer les contraintes que nous avons
imposées (Dans un espace des paramètres libres : α, M˙0, RD).
Ces résultats en définitive très précis sont fortement modifiés par la valeur du nombre
de Prandtl. Par exemple pour un nombre de Prandtl égal à 1, l’espace des paramètres
libres est très fortement réduit. Dans ce cas α est entre 0.005 et 0.007, M˙0 entre 1.8× 10−6
et 2.6 × 10−6 masses solaires par an, alors que RD est entre 19.8 et 22.2 unités astrono-
miques. La grande précision de la détermination des paramètres libres du modèle rend
cette valeur du nombre de Prandtl peu réaliste.
Néanmoins, il apparaît comme évident que le nombre de Prandtl est un paramètre
crucial de la méthode. Lathrop et al. (1992) ont mesuré sa valeur expérimentalement
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Fig. 3.3 – Structure radiale du facteur de fractionnement pour diffe´rents temps. Le trait
plein repre´sente la partie gazeuse de la ne´buleuse. Les tirets marquent la re´gion de la
ne´buleuse ou` la glace est condense´e. La valeur indique´e par les tirets horizontaux est
l’enrichissement minimal de la glace au temps correspondant. La position des come`tes
est arbitraire.
dans un écoulement de Couette-Taylor à haut nombre de Reynolds. Ils ont trouvé une
valeur PR = 0.176. Cette valeur n’est bien évidemment pas à prendre à la lettre dans
la mesure où elle a été déterminée dans le régime avec cylindre intérieur tournant et
le cylindre extérieur au repos. Comme nous l’avons vu au chapitre 1, ce régime est
assez différent du régime cylindre extérieur tournant (plus proche des disques d’ac-
crétion), ne serait-ce que par l’existence d’une instabilités linéaire dans ce régime.
Par ailleurs Denis Richard (Richard 2001) a étudié expérimentalement l’écoulement de
Couette-Taylor dans les deux régimes et a pu quantifier la non-isotropie de la turbu-
lence. Son dispositif expérimental ne lui a malheureusement pas permis de mesurer le
nombre de Prandtl dans l’écoulement, faute de pouvoir mesurer le couple résistif de
l’écoulement sur un cylindre. Il m’a néanmoins suggéré (Denis Richard, communication
personnelle) de corriger la valeur mesurée par Lathrop et al. (1992) de la non-isotropie
de la turbulence dans l’écoulement et prendre par conséquent un nombre de Prandtl
PR = 0.264
7.
7En effet Lathrop et al. (1992) n’avaient mesure´ la diffusion turbulente d’un scalaire passif que dans
une direction, selon l’axe de rotation, alors que la diffusion dans la ne´buleuse est plutoˆt radiale.
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Fig. 3.4 – Structure radiale de la tempe´rature pour diffe´rents temps. Les courbes sont
trace´es jusqu’au bord de la ne´buleuse turbulente dont le rayon externe augmente avec
le temps.
Le test de ces deux valeurs n’a pas permis, dans le cadre du formalisme des papiers
Drouart et al. (1999) et Hersant et al. (2001), de reproduire le rapport D/H mesuré dans
l’eau des météorites. En effet, les modèles capables d’expliquer les contraintes étaient
alors caractérisés par un taux d’accrétion élevé engendrant en particulier un rapport
H/R grand (plus grand que l’unité), brisant ainsi l’hypothèse de disque mince et donc
sortant des limites de validité de ce type de modèles.
3.3 Influence du traitement de l’advection
Le traitement a posteriori plus judicieux du terme ∂RC2 de l’équation 3.87 par :
∂RC2
C2
= 0 (3.93)
change assez fortement les résultats. En particulier aucun modèle avec un nombre
de Prandtl de 0.7 est alors en mesure de reproduire les observations du rapport D/H
dans le système solaire (sans sortir des limites de validité du modèle de disque mince).
Néanmoins, avec un nombre de Prandtl plus bas, les modèles sélectionnés par Her-
sant et al. (2001) se retrouvent réhabilités. La figure 3.8 montre le résultat d’un cal-
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Fig. 3.5 – Structure radiale de la densite´ de surface pour diffe´rents temps. Les courbes
sont trace´es jusqu’au bord de la ne´buleuse turbulente dont le rayon externe augmente
avec le temps.
cul effectué avec le même modèle que celui de la figure 3.3 ( α = 9 × 10−3, M˙0 =
5×10−6M/an et RD = 17UA), la différence résidant dans le traitement du terme advec-
tif à l’aide de l’équation 3.89 et dans le nombre de Prandtl PR = 0.264 correspondant
à la valeur estimée à partir des expériences de Lathrop et al. (1992) et Denis Richard.
Nous avons défini dans ce chapitre les équations d’un modèle de champ moyen
de la nébuleuse solaire primitive. Nous avons pu, grâce aux observations du fraction-
nement du rapport D/H entre l’eau et l’hydrogène moléculaire dans le système solaire,
définir un jeu de paramètres en mesure de les reproduire. Notons que ce modèle a
permis l’interprétation de la présence de silicates cristallins dans les comètes de Oort
(Bockelée-Morvan et al. 2002). Au chapitre suivant nous allons utiliser la structure ther-
modynamique radiale et temporelle du disque ainsi déterminée afin d’explorer le lien
entre turbulence et formation planétaire.
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Fig. 3.6 – Structure radiale de la pression pour diffe´rents temps. Les courbes sont trace´es
jusqu’au bord de la ne´buleuse turbulente dont le rayon externe augmente avec le temps.
64
Champ moyen
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(a)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(b)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(c)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(d)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(e)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(f)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(g)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Initial accretion rate (10−6 Solar mass per year)
10
20
30
40
In
iti
al
 ra
di
us
 (A
U)
(h)
Fig. 3.7 – Repre´sentation graphique des mode`les satisfaisant les contraintes, chaque
croix repre´sente un mode`le. Le rayon initial de la ne´buleuse est en abscisse, le taux
d’accre´tion initial en ordonne´e. Les huit graphiques correspondent aux huit valeurs de
α : (a) α = 0.006, (b) α = 0.007, (c) α = 0.008, (d) α = 0.009, (e) α = 0.01, (f) α = 0.02,
(g) α = 0.03 et (h) α = 0.04. 65
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Fig. 3.8 – Structure radiale du facteur de fractionnement pour diffe´rents temps.
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Chapitre 4
Formation du syste`me solaire
externe
Au chapitre précédent, nous avons trouvé une solution satisfaisante des équations
de champ moyen de la nébuleuse solaire primitive et un jeu de paramètres capable
de reproduire les observations actuelles du système solaire. Ainsi nous disposons d’une
structure thermodynamique radiale de la nébuleuse durant toute la phase de forma-
tion des planètes et nous verrons dans ce chapitre comment l’exploiter pour com-
prendre, à partir de modèles très simples, certains aspects de la formation du système
solaire externe, des comètes et des planètes géantes. Le principal objectif de ce cha-
pitre est d’élucider le problème suivant : comment à partir d’un nuage de gaz de
composition solaire ont pu se former des corps glacés ayant une composition très dif-
férente ?
La table 4.1 résume la composition atomique et moléculaire de la nébuleuse solaire
primitive initialement.
Espe`ce X X/H2
C 7.17× 10−4
N 2.24× 10−4
O 1.71× 10−3
H2O 1.11× 10−3
CO 5.97× 10−4
CH4 9.94× 10−5
N2 1.07× 10−4
NH3 1.07× 10−5
S 3.51× 10−5
Ar 6.09× 10−6
Kr 1.27× 10−9
Xe 8.54× 10−11
Tab. 4.1 – Abondances par rapport a` H2 des principaux e´le´ments dans la ne´buleuse
(D’apre`s Anders and Grevesse (1989) avec CO/CH4 = 5 et N2/NH3 = 10).
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4.1 Pie´geage des e´le´ments lourds
De l’exploration du système solaire, par les sondes Voyager et Galileo notamment,
et des observations depuis le sol a émergé un problème fondamental dans notre com-
préhension du système solaire : comment des éléments lourds volatils ont-ils pu être
piégés dans les cométésimaux glacés qui ont servi d’embryons aux comètes et aux
planètes actuelles ? Ce problème a pris toute son importance lorsque, le 7 Décembre
1995, la sonde Galileo a plongé dans l’enveloppe de Jupiter et son spectromètre de
masse GCMS y a mesuré que les abondances du carbone, de l’azote, du soufre, de
l’argon, du krypton et du xenon sont enrichies par un facteur de l’ordre de 3 par rap-
port à leurs abondances solaires (Owen et al. 1999). A cette date, on savait seulement
que Jupiter était enrichi en carbone et en azote. Le carbone, l’azote et le soufre sont
chimiquement actifs et présents sous des formes diverses dans l’univers dont certaines
sont facilement condensables voire solides même à relativement haute température 1.
Il est concevable que certains composés de ces atomes se soient condensées, aient
pu ne pas suivre l’hydrogène dans sa dynamique et se trouver enrichies dans Jupiter.
Mais les gaz rares sont chimiquement inertes, difficilement condensables et sont donc
a priori dynamiquement indissociables de l’hydrogène. Ces gaz requièrent donc un
mécanisme différent pour se découpler de H2.
A ce jour, deux mécanismes ont été proposés pour séparer les éléments volatils
lourds de l’hydrogène : l’adsorption sur la glace amorphe (Owen and Bar-Nun 1995) et
le piégeage dans la glace cristalline sous forme de clathrate-hydrates (Gautier et al.
2001a).
Nous étudierons ici le mécanisme de piégeage des volatils sous forme de clathrates
et le testerons sur les planètes géantes et les comètes du nuage de Oort.
4.1.1 Pie´geage des e´le´ments volatils sous forme de clathrate-hydrates
Les clathrates sont une structure cristalline de glace d’eau à l’intérieur de laquelle
des cavités permettent l’accueil de molécules "invitées", alors que les molécules d’eau
sont appelées molécules "hôtes".
Nous traiterons ici de deux structures de clathrates :
- La structure I capable d’accueillir en moyenne une molécule (ou atome) pour 5.75
molécules d’eau. Dans les régimes de température et de pression qui nous inté-
ressent, les clathrates de CO, CH4, Xe et H2S ont la structure I.
- La structure II capable d’accueillir une molécule pour 5.67 molécules d’eau. Dans les
régimes de température et de pression qui nous intéressent les clathrates de N2,
Ar et Kr ont la structure II.
1A plus de 150K
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Il existe une autre structure de clathrates appelée structure H ainsi que des dérivés
des trois structures principales. Néanmoins, le rôle de la structure H et des structures
dérivées est parfaitement négligeable pour le piégeage des espèces mesurées dans
Jupiter par Galileo. Nous ignorerons donc leur existence ici et ne considérerons dans la
suite que les structures I et II.
Une approche thermochimique de la stabilite´ des clathrates
La thermodynamique des clathrates est généralement traitée à partir du forma-
lisme statistique de Van der Waals and Platteuw (1959). Son extension aux clathrates as-
trophysiques est due à Lunine and Stevenson (1985). Moyennant quelques hypothèses,
ce formalisme permet de calculer théoriquement l’équilibre de clathration d’une et
plusieurs espèces. Ici, nous utiliserons un formalisme simplifié basé sur une approche
thermochimique de la réaction chimique de clathration d’un élément X :
νH2O + X 
 Clath(X) (4.1)
où ν est le nombre d’hydratation du clathrate, le nombre de molécules d’eau
moyen nécessaire pour piéger une molécule (ou un atome) de X (5.75 dans le cas
de la structure I, 5.67 dans le cas de la structure II).
Une approche comparable est donnée dans le livre de référence sur les propriétés
physiques des clathrates (Sloan 1998).
Dans un but de simplification, nous considérerons la cage fictive (composée de 5.75
ou 5.67 molécules d’eau) comme une entité chimique à part entière. La réaction 4.1
peut alors se réécrire de la façon formelle suivante :
Cage vide + X 
 Cage pleine (4.2)
L’avantage du formalisme qui va suivre est sa relative simplicité. Son inconvénient
étant bien entendu l’absence de lien entre les grandeurs thermodynamiques de la ré-
action et les paramètres microscopiques caractérisant caractérisant l’interaction entre
l’élément X et les molécules d’eau de la cage. Le lecteur avide de renseignements sur
le sujet et souhaitant connaître une approche plus détaillée et potentiellement plus
prédictive, la physique statistique des clathrates, pourra se référer à Van der Waals and
Platteuw (1959) ou Sloan (1998), ainsi qu’à Lunine and Stevenson (1985) et Iro et al.
(2002) pour son application à la planétologie.
La constante d’équilibre de la réaction 4.2 est donnée par :
K(T ) =
(Cage pleine)
(Cage vide)(X)
(4.3)
Sachant que les activités des deux solides Cage pleine et Cage vide peuvent en pre-
mière approximation être considérées comme égales à 1, et que l’activité du gaz
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X considéré comme parfait est donné par sa pression partielle en bar, la constante
d’équilibre de la réaction s’écrit :
K(T ) =
P0
P (X)
(4.4)
où P (X) est la pression partielle de X et P0 = 1 bar est la pression de référence.
D’autre part, la loi dite de Van’t Hoff de la thermochimie donne l’évolution ther-
mique de la constante d’équilibre :
d ln K
dT
=
∆rH
0
RT 2
(4.5)
où ∆rH0 est l’enthalpie de réaction à la pression de référence P0 = 1 bar.
Ses variations avec la température sont données par :
d ∆rH
0
dT
= ∆rc
0
p (4.6)
où ∆rc0p = cp(Cage pleine) − cp(Cage vide) − cp(X) est le changement de capacité
calorifique par la réaction de piégeage à la pression de référence P0.
Expérimentalement, ∆rcp peut être raisonnablement bien approximé par :
∆rc
0
p = ∆rc
0
p(T = 273.15 K) + a(T − 273.15 K) (4.7)
où ∆rc0p(T = 273.15 K) est trouvé de l’ordre de quelques 10 J mol
−1 K−1 et a de
l’ordre de quelques 10−1 J mol−1 K−2. Sachant que l’ordre de grandeur de ∆rH0 est
de 1000 J mol−1, nous considérerons dans la suite qu’à l’ordre 0 ∆rH0 est indépendant
de la température. L’intégration de l’équation 4.5 est alors simple :
ln K(T ) = ln K(T = ∞)− ∆rH
0
R T
(4.8)
où K(T = ∞) et ∆rH0 sont deux constantes à déterminer expérimentalement. Pour
alléger les notations, ln K(T = ∞) sera noté κ∞ dans la suite.
La courbe de dissociation du clathrate de X est alors donnée par :
P (X) = P0e
−κ∞+
∆rH
0
R T (4.9)
Cette loi analytique à été ajustée aux données expérimentales de dissociation des
clathrates à basse pression de CH4, CO, N2, H2S, AsH3, PH3, Ar, Kr et Xe (Lunine
and Stevenson (1985) et travaux ultérieurs non publiés, J. Lunine, communication per-
sonnelle). D’autre part l’hydrate simple de NH3 a une courbe de dissociation parfai-
tement similaire, qui suit la même loi2. Dans la suite nous assimilerons le traitement de
l’hydrate simple NH3 − H2O à celui des clathrates. La table 4.2 donne les paramètres
de la courbe de dissociation de ces clathrates.
2En fait cette loi est classique des changements de phase a` basse pression, en particulier la conden-
sation de corps purs et d’hydrates simples suit un formalisme parfaitement similaire. En l’occurence le
travail a` basse pression permet d’une part de conside´rer les gaz comme parfaits ce qui est de´ja` une simpli-
fication importante et d’autre part d’estimer les diffe´rents parame`tres thermodynamiques du proble`mes
comme inde´pendants de la tempe´rature. Le lecteur avise´ aura remarque´ que l’e´quation 4.9 n’est autre
qu’un de´rive´ de la formule de Clapeyron pour la condensation des corps purs.
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κ∞ ∆rH
0/R ∆rH
0
CH4 −11.1249 −2161.81 −17973.3
CO −10.9946 −1685.54 −14013.6
N2 −11.1919 −1677.62 −13947.7
NH3 −16.4059 −2878.23 −23929.6
H2S −11.3801 −3111.02 −25865.0
AsH3 −11.83.21 −4051.05 −33680.4
PH3 −10.9937 −2889.77 −24025.5
Ar −9.95523 −1481.78 −12319.5
Kr −9.99046 −1987.5 −16524.1
Xe −11.0354 −2899.18 −24103.8
Tab. 4.2 – Parame`tres thermodynamiques des courbes de dissociation de quelques cla-
thrates importants (dans les unite´s du syste`me international).
Pie´geage diffe´rentiel
La section précédente nous a permis de trouver la forme et à l’aide de données
expérimentales l’expression approchée des courbes de dissociation (ou de stabilité)
d’un clathrate donné. Une complication intéressante intervient quand la quantité de
cages n’est pas suffisante pour que deux espèces puissent être piégées alors que leurs
clathrates sont tous deux stables. Cette compétition est intuitivement à l’avantage du
plus stable, c’est à dire celui qui a un ∆rH0 le plus élevé. Cette section a donc pour
but de quantifier l’intuition. Pour mener ceci à bien, la seule approche rigoureuse aurait
consisté à minimiser l’énergie libre du système en ayant pris en compte la contrainte
du nombre de cages a priori. Cette approche s’apparente à celle de Van der Waals
and Platteuw (1959) et nécessite de reprendre le problème à la base, le système phy-
sique étant modifié. Un exemple d’utilisation de cette méthode est montré dans Lunine
and Stevenson (1985) et Iro et al. (2002) (le second étant reporté en annexe du présent
manuscrit). Ici, nous utiliserons la méthode moins rigoureuse qui consiste à introduire la
contrainte du nombre de cages a posteriori. Elle a le défaut d’être plus grossière pour
déterminer la solution d’équilibre, mais permet de prendre en compte certains effets
cinétiques du piégeage : lorsque l’élément le plus stable est piégé il ne peut plus être
éjecté par l’autre. Ainsi l’irréversibilité du piégeage de cet élément (piégé avant dans
le temps) est prise en compte alors qu’une l’approche de Van der Waals and Platteuw
(1959) permet l’expulsion d’un élément d’une cage.
Notons X1 et X2 les deux espèces volatiles en compétition, Clath1 et Clath2 leurs
clathrates respectifs. Le nombre limité de cages, noté Ntot, intervient en ajoutant une
contrainte supplémentaire au problème :
Ntot = n(Clath1) + n(Clath2) (4.10)
où n(Clath1) et n(Clath2) sont les nombres de moles de clathrates de X1 et X2.
Oublions dans un premier temps cette contrainte additionnelle. Le rapport des pro-
portions piégées de X1 et X2 noté y est défini par :
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y =
n(Clath2) N1
n(Clath1) N2
(4.11)
où N1 et N2 sont respectivement les nombres de moles totaux des espèces X1 et
X2 (sous formes gazeuses et piégées). Si P (X1) et P (X2) sont les pressions partielles de
X1 et X2 sous forme gazeuse. Définissons les pressions fictives P1 et P2 correspondantes
aux pressions partielles qu’auraient les deux espèces si elles n’étaient jamais piégées.
Nous pouvons alors réécrire y sous la forme :
y =
1− P (X2)P2
1− P (X1)P1
(4.12)
où les pressions partielles P (X1) et P (X2) sont données par l’équation 4.9. L’expres-
sion développée de y est donc :
y =
1− P0P2 e−κ∞2+
∆rH
0
2
R T
1− P0P1 e−κ∞1+
∆rH
0
1
R T
(4.13)
Plusieurs remarques s’imposent à ce stade :
- Cette expression est vraie uniquement si les deux phases Clath1 et Clath2 sont stables,
c’est à dire si elles existent. Dans les zones du diagramme Pression-Température
(P-T) où au moins une des deux phases n’existe pas, l’équation 4.13 n’a stricte-
ment aucun sens 3.
- Si la température est suffisamment basse, l’équation 4.13 peut prédire, moyennant
que P1 et P2 soient suffisamment grandes, une quantité piégée supérieur à la
contrainte 4.10. Pourtant dans la nébuleuse le chemin suivi par le gaz à un rayon
donné dans le diagramme P-T est, comme nous le verrons dans la suite, toujours
vers une plus grande stabilité des deux clathrates. Dans ce cas (le cas de la nébu-
leuse) il existe une température critique définie par la température pour laquelle
le système de contraintes est dégénéré, à savoir que les courbes de stabilité des
deux clathrates prédisent une quantité piégée exactement égale au nombre de
cages accessibles. Notons Tc cette température. Lorsque la nébuleuse se refroi-
dit, dès que la température atteint Tc, y est figé.
Calculons cette température Tc. A partir des équations 4.12 et 4.10, y(TC) est donné
par :
y(Tc) =
P1
P2
( Ntot
n(Clath1)
− 1
)
(4.14)
Sachant que n(Clath1) = N1 − n(X1) et que P (X1) = n(X1)RT , l’équation précé-
dente s’écrit :
y(Tc) =
P1
P2
( Ntot
N1 − P (X1)RT
− 1
)
(4.15)
D’où, en utilisant 4.9 :
y(Tc) =
P1
P2
( Ntot
N1 − P0RT e−κ∞+
∆rH
0
R T
− 1
)
(4.16)
3L’e´quation 4.13 le traduit bien : dans ce cas, y est ne´gatif. De plus son expression diverge au moment
du pie´geage de X1
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où les constantes −κ∞ et ∆rH0 sont celles de X1.
En appelant y1 la valeur de y(Tc) obtenue par 4.13 et y2 celle obtenue par 4.16, la
valeur de Tc est la solution de l’équation implicite :
y1 = y2 (4.17)
Bien entendu cette équation n’a pas de solution analytique et requiert une résolu-
tion numérique.
4.1.2 Enrichissement dynamique des e´le´ments lourds
Le piégeage des éléments lourds sous forme de clathrates ne suffit pas à lui seul
pour comprendre les abondances relatives des éléments lourds dans les différents corps
du système solaire externe. En effet un corps solide petit, comme le sont la plupart des
éléments fraîchement condensés, reste couplé dynamiquement au gaz par les forces
de frottement visqueux. La force de traînée peut être exprimée par :
~FS = −CD
2
pis2ρ|~v|~v (4.18)
où FS est la force dite de "Stokes", s est la taille du corps supposé sphérique, ρ la densité
du gaz, ~v la vitesse relative du solide par rapport au gaz et CD ∼ 0.5 est une constante
sans dimension. Cette expression n’est valable que si le libre parcours moyen du gaz est
négligeable devant la taille de la particule. Dans le cas opposé, si la particule a une
taille négligeable devant le libre parcours moyen, son mouvement devient brownien
et la force de traînée dans ce régime dit d’"Epstein" devient :
~FE = −Avρs2~v (4.19)
où v est la vitesse moyenne du gaz et A ' 4pi/3 est une constante sans dimension.
Il existe alors trois régimes différents pour la dynamique des solides dans la nébu-
leuse :
1 En deçà d’une taille de l’ordre du centimètre, les grains sont parfaitement couplés
au gaz et suivent le mouvement de celui-ci. Les particules ont alors une vitesse
azimutale un peu plus petite que la vitesse keplerienne (donnée par l’équation
3.8) et une vitesse radiale exactement égale à celle du gaz.
2 Entre quelques centimètres et environ 1 mètre, les particules ont trop d’inertie pour
être réellement couplées au gaz, leur vitesse azimutale est presque exactement
keplerienne (forcée par la gravité), mais la force de traînée leur fait perdre suffi-
samment de moment cinétique pour que leur vitesse radiale soit équivalente voir
supérieure à celle du gaz.
3 Pour des tailles supérieures au mètre, les planétésimaux ne sont que faiblement cou-
plés au gaz et peuvent poursuivre leur vie propre sur des échelles de temps assez
longues.
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Ces considérations sont classiques (Whipple (1971), Weidenschilling (1977), Adachi,
Hayashi and Nakazawa (1976), pour les oeuvres fondatrices de la discipline), mais leur
effet est fortement modifié dans le cas d’une milieu présentant de réelles structures tur-
bulentes (Tanga et al. 1996, Barge and Sommeria 1995, Chavanis 2000). En particulier,
en présence d’un tourbillon anticyclonique, des planétésimaux dans le deuxième ré-
gime de tailles, ne voient pas leur vitesse radiale augmenter, mais se retrouvent piégés
par le tourbillon.
Pour simplifier le problème nous allons nous placer dans le cas limite où une fois
condensées (ou piégées) les espèces fraîchement solidifiées grossissent rapidement
sous l’effet les collisions jusqu’à se découpler du gaz. Cette approximation n’est pas
supportée par les théories actuelles de la formation des planétésimaux. Toutefois elle
est parfaitement cohérente avec une vision de la formation planétaire où les grains
sont piégés dans des structures turbulentes à grande échelle. En effet cette approxi-
mation consiste en un découplage des scalaires passifs de la dynamique moyenne du
gaz, phénomène courant dans les écoulements cisaillés ou stratifiés.
Supposons deux éléments X1 et X2 dont le piégeage intervient à des tempéra-
tures T1 et T2. A un rayon donné, dans la mesure où nous avons choisi une structure
thermodynamique de la nébuleuse, ces températures sont directement associées à
des temps, que nous noterons t1 et t2. Ainsi dans un anneau d’extension radiale dR la
masse de l’élément X1, supposée indépendante du temps à partir du moment où il est
piégé, est donnée par :
dMi = 2piRΣ(R, ti)xidR (4.20)
où xi est l’abondance de l’élément par rapport à H2 au moment du piégeage.
Si les deux éléments avaient une abondance x1 et x2 par rapport à H2 dans le gaz,
et donc un rapport d’abondance x1/x2, ce rapport n’étant rien d’autre que l’abon-
dance de X1 par rapport à X2 dans le gaz, lorsqu’ils sont tous deux piégés, nous pou-
vons définir un facteur d’enrichissement y de l’abondance relative de X1 par rapport
à X2 par :
y =
x1/x2|piege
x1/x2|gaz (4.21)
En utilisant l’équation 4.20, y est simplement donné par :
y =
Σ(R, t1)
Σ(R, t2)
(4.22)
L’utilisation de cette équation très simple et permet, à partir d’une structure ther-
modynamique dépendante du temps de la nébuleuse, de calculer la composition
des objets que ce disque à formés. Elle requiert un mode d’emploi :
- y est l’enrichissement par rapport à une référence qui est un certain rapport d’abon-
dances dans le gaz au moment du piégeage des éléments. Donc à moins de
mélanger des abondances molaires et massiques, il n’y a aucune correction à
apporter dans le cas de calculs molaires ou massiques, l’équation 4.22 en est
indépendante.
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- Le Σ apparaissant dans l’équation 4.22 est la densité de surface totale du disque,
pas celle de l’élément.
Cette section nous a permis de développer les relations qui nous seront utiles dans
la suite. Cependant toutes les relations ne seront pas utiles à l’étude de tous les objets
du système solaire externe :
- La composition des planètes géantes ne sera reproduite et/ou prédite qu’en utili-
sant la relation 4.22 qui donne l’enrichissement des éléments piégés. Les éléments
non-piégés seront considérés en première approximation (sauf dans le cas parti-
culier où ils sont apportés par un autre processus) comme absents.
- Nous utiliserons les relations du piégeage différentiel pour expliquer la sous-abondance
de l’azote dans les comètes.
4.2 Application a` la formation des plane`tes ge´antes
Les sections précédentes nous ont permis de développer un formalisme complet
pour calculer la composition des corps glacés de la nébuleuse. Les planètes géantes
sont majoritairement gazeuse. Nous verrons donc ici comment calculer la composition
d’une planète géante à partir des clathrates.
Les premiers modèles de formation des planètes géantes (Cameron et al. 1982)
faisaient intervenir une instabilité gravitationnelle directe du gaz de la nébuleuse très
semblable à celles qui pense-t-on sont à l’origine de la formation des étoiles. Bien que
ce processus ait des défenseurs, deux principaux problèmes se posent :
- Une telle instabilité requiert que le disque soit marginalement auto-gravitant et sup-
porte une turbulence supersonique (capable d’induire des fluctuations de den-
sité importantes). Cette possibilité n’est pas à exclure (Huré (1998), Huré (2000)),
mais limite beaucoup la classe de modèles de disques capables de former des
planètes géantes.
- Une planète se formant ainsi a a priori une composition solaire. Bien que l’on puisse
imaginer des processus annexes permettant de faire disparaître H2 pour que les
éléments lourds soient enrichis dans la planète (Shu et al. 1993), la composition
de Jupiter et les quelques connaissance que nous avons sur la composition des
autres planètes géantes semblent difficilement réconciliables avec ce processus.
C’est pourquoi Mizuno (1980) proposa que l’instabilité gravitationnelle à l’origine
de la formation de l’enveloppe de Jupiter et Saturne peut être catalysée par la pré-
sence d’un noyau solide massif (de l’ordre de 10 M⊕). C’est aujourd’hui le scénario le
plus communément accepté pour la formation des planètes géantes dans le système
solaire4.
4La de´tection de plane`tes extrasolaires ge´antes tre`s proches de l’e´toile centrale semble quant a` elle
peu compatible avec une formation in situ par ce me´canisme. Leur formation serait a priori soit la
conse´quence d’une instabilite´ gravitationnelle directe, soit le produit d’une migration de la plane`te
pendant et apre`s sa formation.
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4.2.1 Une formation en trois e´tapes
Notre compréhension actuelle de la formation des planètes géantes implique un
scénario en trois étapes (Pollack et al. 1996) :
1 Formation d’un coeur protoplanétaire : les grains principalement de silicates et de
glaces s’agglomèrent pour former des planétésimaux. Les planétésimaux mé-
triques ainsi formés croissent par collision entre eux pour former un coeur pro-
toplanétaire de l’ordre de 15M⊕. Cette première étape dure de l’ordre de 500000
ans. Cette phase reste mal comprise et plusieurs possibilités sont évoquées dans
la littérature :
- En vertu du caractère subsonique de la turbulence, les grains centimétriques
sont souvent supposés sédimenter dans le plan de l’écliptique (voir par exemple
Dubrulle et al. 1995).
- Des anticyclones à grande échelle sont susceptibles de capturer les particules
solides (voir par exemple Barge and Sommeria 1995, Tanga et al. 1996 ou
Chavanis 2000).
Ces deux processus auraient donc pour effet de concentrer les solides dans une
région confinée de l’espace, les rendant dynamiquement couplés sans être for-
çément agglomérés. Ces subtilités sont ecore sujettes à controverse et nous résu-
merons de façon la plus générale possible cette phase par : un coeur protoplané-
taire croît et se découple de la dynamique moyenne du gaz en laissant ouverte
la question de sa forme, de sa structure et de son mécanisme de formation.
2 Le coeur est suffisamment massif et la nébuleuse environnante suffisamment froide
pour qu’une proto-atmosphère puisse être retenue par le coeur protoplanétaire.
La planète grossit lentement, la nébuleuse continue de se refroidir permettant
une capture continue d’une masse croissante de gaz, alors que des planétési-
maux continuent d’être également capturés par la planète. Cette phase est la
plus longue, durant plusieurs millions d’années, d’autant plus longtemps que la
planète est loin du Soleil ce processus étant essentiellement contrôlé par la tem-
pérature du gaz nébulaire.
3 Si la planète a pu grossir suffisamment dans une nébuleuse qui s’est suffisamment
refroidie, elle peut déstabiliser le gaz nébulaire et une enveloppe gazeuse s’ef-
fondre alors en un temps très court (de l’ordre de 10000 ans, voir Wuchterl (1991)
et Coradini et al. (1995)) sur la protoplanète.
Ce processus est résumé sur la figure 4.1.
4.2.2 Minoration du moment de l’effondrement : le concept ”d’anneau
re´servoir”
Dans le cadre du scénario précédent, la phase 3 est si courte que tout se passe
comme si un anneau entier du gaz nébulaire s’effondrait instantanément pour former
l’enveloppe de la planète. Nous appellerons cet anneau "anneau réservoir" (Feeding
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Fig. 4.1 – Evolution de la masse totale de Jupiter (trait plein), de la masse de gaz (trait
pointille´) et de la masse de solides (traits de cotes) en fonction du temps pour un mode`le
de formation donne´ (D’apre`s Pollack et al. (1996))
zone dans la littérature). Dans la mesure où nous avons choisi une structure de nébu-
leuse, il existe une relation évidente entre le moment de l’effondrement (supposé ins-
tantané), noté tcoll, et l’extension radiale de l’anneau réservoir. Notons MFZ la masse
contenue dans l’anneau réservoir. Cette masse est donnée par :
MFZ(t) =
∫ Rp+RF Z
Rp−RF Z
2piRΣ(R, t)dR (4.23)
où l’anneau réservoir s’étend radialement autour de la position de la future planète
Rp par une distance de RFZ de chaque côté. L’effondrement a alors lieu lorsque la
masse contenue dans cet anneau est égale à la masse de l’enveloppe de la planète
Mp (Ces masses ont estimées par Guillot (1999)) . La relation implicite entre le moment
de l’effondrement et la distance RFZ est alors :
Mp = MFZ(tcoll) =
∫ Rp+RF Z
Rp−RF Z
2piRΣ(R, tcoll)dR (4.24)
Plusieurs remarques s’imposent :
- Les grandeurs associées à l’anneau réservoir n’ont aucune réalité physique. En l’oc-
curence ces anneaux réservoirs sont purement fictifs et n’ont sans doute jamais
existé, en tout cas sous la forme décrite ici. Néanmoins cet anneau fictif est un
bon artifice de calcul permettant de minorer le moment de formation des pla-
nètes géantes.
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- Ce raisonnement est un raisonnement "à l’envers". Plutôt que de décrire physique-
ment l’effondrement de l’enveloppe, nous avons admis son existence pour le ca-
ractériser. Un inconvénient majeur de cette approche est que le comportement
des grandeurs de l’anneau fictif est difficilement comparable à des grandeurs
intuitives de la formation planétaire. En réalité la masse de la protoplanète croît
pendant que la nébuleuse se refroidit jusqu’au déclenchement d’une instabilité
de Jeans. Au contraire la masse de l’anneau réservoir décroît jusqu’à atteindre
la masse de l’enveloppe de la future planète.
A partir de simulations N-corps Greenzweig and Lissauer (1990) ont calculé l’action
gravitationnelle de la protoplanète et son taux d’accrétion de solides et ont acces-
soirement pu estimer que l’extension radiale de l’anneau fictif pouvait être minorée
par :
RFZ >
√
3RH (4.25)
où RH = Rp
(
Mp
3 M
)1/3
est le rayon de la sphère d’influence (ou rayon de Hill) de la
planète. Bien entendu les simulations N-corps ne sont pas de bons outils pour calcu-
ler l’effondrement gravitationnel d’un gaz. En revanche elles permettent de le minorer
avec sécurité. En effet, bien que les particules puissent prendre une trajectoire plus ex-
centrique et plus inclinées que dans un fluide, les effets de pression et de turbulence
comblent rapidement les défauts engendrés par l’effondrement. La valeur minimale
de l’extension radiale de l’anneau réservoir déterminée par Greenzweig and Lissauer
(1990) correspondant au minimum d’excentricité et d’inclinaison des particules est in-
férieure à celle qu’un fluide engendrerait, ainsi que nous le verrons dans la suite pour
les cas de Jupiter et Saturne.
La figure 4.2 montre l’évolution de la masse de l’anneau fictif pour une extension
radiale issue de 4.25. Cette figure est un calcul fait pour le cas de Jupiter donc avec
RFZ = 1.23 unités astronomiques.
Dans ce cas la formation de Jupiter n’a pas pu avoir lieu moins de 1 million d’années
après la formation du soleil. Cette valeur est issue de Hersant et al. (2001). L’estimation
de la validité de ces arguments nécessite quelques remarques :
- Le temps t = 0 est défini de façon très approximative.
- Le formalisme présenté est simplifié.
- Ces résultats sont très dépendants du modèle de disque utilisé. Bien que les contraintes
liées au fractionnement isotopique du rapport D/H entre l’eau et le dihydrogène
soient extrêmement puissantes, elles permettent de choisir les paramètres d’en-
trée du modèle, mais pas en l’état actuel de nos connaissances d’invalider des
hypothèses qui ont été effectuées pour construire le modèle, en particulier sur la
pseudo-dépendance en temps.
C’est pourquoi nous ne donnerons pas ici les valeurs exactes trouvées par Hersant
et al. (2001), leur précision étant sans doute exagérée.
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Fig. 4.2 – Evolution de la masse dans l’anneau re´servoir de Jupiter en fonction du temps.
La ligne horizontale repre´sente la masse actuelle de gaz dans Jupiter (issue de Guillot
(1999)). L’intersection des deux courbes donne le moment de formation de Jupiter.
L’application du même formalisme au cas de Saturne permet de trouver que la
planète a subi un effondrement vers la fin de la vie de la nébuleuse, c’est à dire sans
doute pas avant 6 millions d’années5.
La recherche du moment d’effondrement d’Uranus et Neptune par cette méthode
donne le résultat suivant : dans le cadre de ce formalisme, avec le modèle défini
au chapitre précédent, Uranus et Neptune ne peuvent pas s’être effondrés avant au
moins 30 millions d’années. En comparant au temps de vie des disques (de l’ordre de
10 millions d’années pour les plus résistants), il semble très improbable que Uranus et
Neptune aient jamais été suffisamment massifs pour déstabiliser le gaz nébulaire et voir
leur enveloppe se former par effondrement. En d’autres termes, Uranus et Neptune
n’ont pas eu de phase 3 dans leur processus de formation, le gaz nébulaire s’étant
dissipé avant. Sachant que de même que la formation des étoiles est accompagnée,
par conservation du moment cinétique (celui ci n’étant jamais rigoureusement nul...),
par la formation d’un disque circumstellaire, la troisième phase de la formation plané-
taire est également accompagnée par la formation d’une subnébuleuse. Dans cette
subnébuleuse se sont alors formés les satellites réguliers des planètes géantes. Neptune
5Les plus vieux disques circumstellaires de´couverts a` ce jour sont aˆge´s de 10 millions d’anne´es environ
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n’ayant pas de système de satellites réguliers, il a très tôt été compris qu’aucun effon-
drement gazeux n’a été à l’origine de sa formation. Mais Uranus (tout comme Jupiter
et Saturne) a un système de Satellites réguliers. Le fait que Uranus n’ait probablement
pas engendré d’effondrement gazeux pendant sa formation suggère que cette sub-
nébuleuse a été formée par un autre mécanisme. Le candidat le plus probable est la
collision qu’Uranus a subie et qui a fait basculer son axe de rotation propre. Un très gros
corps, sans doute un embryon de planète géante est venu percuter la planète, a per-
turbé la rotation propre d’Uranus, en a également éjecté du gaz de l’enveloppe pour
créer la subnébuleuse de la planète. Le lecteur intéressé par cette phase atypique de
la formation d’Uranus pourra se réferrer à Pollack et al. (1991) ou Slattery et al. (1992).
4.2.3 Composition atomique de Jupiter
Les mesures du spectromètre de masse GCMS de la sonde Galileo en 1995 ont
montré que tous les éléments lourds mesurés (C, N , S, Ar, Kr et Xe) sont enrichis par
rapport à leur abondance solaire par un facteur de l’ordre de 3. Nous ferons l’hypo-
thèse que tous ces éléments ont été piégés dans la glace sous forme de clathrates et
qu’il n’y a pas eu de compétition entre eux. L’enrichissement de tous ces éléments est
donc simplement donné par l’équation 4.22 (Gautier et al. 2001a).
A mesure que la nébuleuse s’est refroidie, les molécules ou atomes ont été piégés
dans un ordre précis (H2S, NH3, CH4, Xe, CO, N2, Kr, Ar). La figure 4.3 illustre ce phé-
nomène. Sur cette figure, la pression en abscisse est la pression totale de la nébuleuse,
c’est à dire que les abondances des différents éléments sont déjà inclues : ce sont
les abondances solaires de Anders and Grevesse (1989) (voir la table 4.1, en ayant
supposé un rapport CO/CH4 = 5 et N2/NH3 = 10. Donc, à part H2S sur lequel nous
reviendrons plus tard, les abondances initiales de tous les clathrates sont déterminées.
Aussitôt qu’un élément est piégé, nous avons admis qu’il grossit très vite. Alors son
abondance par rapport à l’hydrogène croît suivant l’équation 4.22 :
(X)
(H)
=
(X)
(H)
∣∣∣

× Σ(5.2UA, tX)
Σ(5.2UA, t)
(4.26)
où tX est le temps auquel l’élément X a été piégé. L’andondance de l’élément X
croît alors jusqu’au moment de l’effondrement (phase 3). Pour déterminer ce moment,
il nous faut utiliser une des abondances observées dans Jupiter par Galileo comme
référence. Dans Gautier et al. (2001b) nous avons utilisé la valeur de l’enrichissement
du krypton Kr c’est à dire 2.7. A partir de cette calibration tous les enrichissements sont
déterminés et représentés sur la figure 4.4 et la table 4.3.
En calibrant le calcul sur l’enrichissement observé du Krypton, nous avons implicite-
ment choisi le moment de l’effondrement de Jupiter. Dans le cas présent, Jupiter s’est
formé en 5.8× 106 ans.
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Fig. 4.3 – Courbes de stabilite´ des diffe´rents clathrates en jeu et e´volution de la ne´buleuse
(a` 5.2 unite´s astronomiques) dans le diagramme pression tempe´rature . Le clathrate est
forme´ lorsque la courbe d’e´volution de la ne´buleuse intersecte la courbe de stabilite´ du
clathrate conside´re´. Les temps de formation sont indique´s pour information.
Les résultats du calcul sont en très bon accord avec les données du spectromètre,
à l’exception de deux éléments :
Xe Le xenon est un gaz très peu abondant dans la nébuleuse solaire primitive. Sa pres-
sion partielle est au moment de la formation du clathrate de l’ordre 10−18bar. La
courbe dissociation de son clathrate ayant été déterminée à partir de trois points
expérimentaux à des pressions de 1.2, 0.31 et 6.53 × 10−2bar (Lunine and Steven-
son 1985), pressions auxquelles le gaz n’est pas parfait, il est vraisemblable que
l’extrapolation sur 16 ordres de grandeur de pression est hasardeuse.
H2S Contrairement aux gaz rares, H2S est une molécule chimiquement active dans la
nébuleuse. En particulier H2S est connu pour se combiner avec le fer pour for-
mer la troilite FeS (Gail 1998), cette même troilite étant avec le fer pur connue
pour être une des phases majoritaires qui ont formé le noyau de la Terre. Ainsi,
tout comme la Terre, Jupiter comporte certainement en son sein un noyau diffé-
rencié composé de fer et de soufre (sous forme condensée), dont les éléments
n’ont évidemment pas pu être détectés par GCMS, qui n’a sondé que la par-
tie supérieure de l’enveloppe. Afin d’expliquer la valeur observée du soufre dans
l’enveloppe de Jupiter il faut que la réaction chimique de formation de la troilite
ait laissé 57% du soufre (en moles) sous forme de H2S.
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Fig. 4.4 – Enrichissements par rapport a` leur valeur solaire de l’abondance des diffe´rents
e´le´ments lourds mesure´s par Galileo. Les barres d’erreurs sont les valeurs mesure´es, les
points les valeurs calcule´es. Dans le cas de l’azote, le point est la valeur pour N2 seul, le
carre´ pour NH3 seul.
Afin de piéger tous ces éléments, chaque clathrate de type I nécessitant 5, 75 mo-
lécules d’eau par molécule piégée, chaque clathrate de type II 5.67 molécules d’eau
par molécule piégée, il faut que l’abondance de l’eau dans Jupiter soit :
H2O
H2
> 1.62× 10−2 (4.27)
Toutes les cages de la structure cristalline n’étant pas forcément accessibles (il n’est
pas évident que le piégeage de molécules dans un planétésimal déjà gros puisse se
faire jusqu’au centre (Lunine and Stevenson 1985)), cette valeur est un minimum. La
répartition de l’eau dans Jupiter n’est pas présupposée par ce calcul, une partie de
l’eau pouvant être sous forme de glace dans le noyau (externe). Cette abondance se
traduit par un enrichissement de l’abondance l’eau par rapport à sa valeur solaire :
H2O/H2
2 OH
∣∣∣

= 9.5 (4.28)
Tout comme les clathrates, l’eau s’enrichit par rapport à sa valeur nébulaire (sous
forme gazeuse) suivant l’équation 4.22. Il en résulte une abondance de 7.27 × 10−3 si
l’eau était uniformément répartie dans la nébuleuse. Il faut donc que dans la région
de Jupiter les grains de glace aient été accumulés (Dans un vortex à grande échelle
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Ele´ment Enrichissement mesure´ Enrichissement calcule´
Ar 2.5± 0.5 2.46
Kr 2.7± 0.5 2.70
Xe 2.5± 0.7 3.50
C 2.9± 0.8 3.08
N 3.6± 0.8 2.95
S 2.5± 0.15 4.53
Tab. 4.3 – Enrichissements observe´s par Galileo et calcule´s des diffe´rents atomes dans
Jupiter. Les valeurs calcule´s supposent un rapport CO/CH4 de 5 et un rapport N2/NH3
de 10.
Ele´ment Enrichissement observe´ Re´fe´rence
C 2.9± 0.9 Kerola et al. (1997)
N 2.0± 0.5 Briggs and Sackett (1989)
S 12.5± 1.5 Briggs and Sackett (1989)
Tab. 4.4 – Compilation des enrichissements observe´es dans Saturne.
par exemple Tanga et al. 1996 ou Chavanis 2000) de telle sorte que la glace ait 2.2
fois plus abondante que la valeur précédente. Par rapport à l’abondance solaire de
l’oxygène, reliée au rapport de mélange de l’eau par :
H2O
H2
= 2
O
H
∣∣∣

− 2 CO/CH4
1 + CO/CH4
C
H
∣∣∣

(4.29)
(Car une partie de l’oxygène solaire est dans le monoxyde de Carbone CO), il faut
que la concentration d’eau soit au moins égale à :
H2O
H2
= 2.8
O
H
∣∣∣

(4.30)
4.2.4 Composition atomique de Saturne
Saturne n’a pas été étudiée de façon aussi approfondie que Jupiter. En particulier,
aucune sonde atmosphérique n’y a encore été envoyée. Par conséquent les abon-
dances des différents éléments dans l’enveloppe sont assez mal connues. Les rares
informations que nous possédions viennent d’observation spectroscopiques ayant pu
sonder l’enveloppe assez profondément. Ces observations doivent toujours être prises
avec circonspection : il faut s’assurer que la molécule observée soit à l’équilibre ther-
modynamique ou au moins que son gradient de composition soit suffisamment faible
pour que l’abondance observée soit représentative de l’intérieur de la planète. Ces
observations sont résumées dans la table 4.4.
Tout comme pour Jupiter, le calcul des enrichissements élémentaires dans Saturne
requiert une calibration. Nous avons choisi le soufre, très précisément déterminé sur Ju-
piter. Dans le cas de Jupiter H2S, le seul composé soufré dont le clathrate soit connu,
représente 57% du soufre total. Nous avons supposé qu’au niveau de Saturne H2S avait
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Fig. 4.5 – Enrichissements de l’abondance des e´le´ments lourds dans Saturne. Les barres
d’erreur sont les points mesure´s, les cercles pleins le re´sultat du calcul.
le même rapport de mélange. Néanmoins étant donné que les températures de pié-
geage des différents clathrates sont relativement proches, la table 4.4 montre que les
deux principaux porteurs de carbone, CO et CH4 ne peuvent pas être tous les deux
piégés pour expliquer les observations, de même que les deux principaux porteurs
d’azote, N2 et NH3, ne peuvent pas non plus être tous deux piégés. CH4 et NH3 sont
piégés avant leur homologues CO et N2 (voir figure 4.3). Nous supposerons donc que
la séquence de clathration s’arrête après le piégeage du xenon, de telle sorte que
CO, N2, Ar et Kr ne sont pas piégés. Il est néanmoins important de comprendre que
même si ces éléments n’ont pas trouvé de cages accessible pour être piégés, ils ac-
compagne l’hydrogène lors de la phase 3 de la formation de Saturne et donc leurs
abondances dans Saturne sont nébulaires (voir table 4.1).
Le résultat du calcul est porté sur la figure 4.5.
La calibration sur l’enrichissement du soufre implique un temps de formation de 10
millions d’années. D’autre part l’arrêt de la séquence de clathration à CO implique
(pour la même raison que pour Jupiter) que l’abondance de l’eau dont les cages sont
accessibles est assez précisément déterminée :
H2O
H2
∣∣∣
accessible
= 1.48× 10−2 (4.31)
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Traduite en terme d’abondance par rapport à l’eau disponible, si la glace était
uniformément distribuée, cette valeur correspond :
H2O
H2
∣∣∣
accessible
= 0.4
H2O
H2
∣∣∣
enrichie
(4.32)
où H2OH2
∣∣∣
enrichie
est la valeur de H2O/H2 initial dans la nébuleuse, donnée par la
relation 4.29, enrichie par le mécanisme de l’équation 4.22, à savoir :
H2O
H2
∣∣∣
enrichie
= 3.57× 10−2 (4.33)
En terme de O/H solaire, l’eau nécessaire vaut :
H2O
H2
∣∣∣
accessible
= 0.54
O
H
∣∣∣

(4.34)
Cette valeur très basse est à comparer avec celle nécessaire pour Jupiter. Contrai-
rement à Jupiter où la glace a du s’être accumulée, Saturne s’est peut être formée
dans une région où la glace était peu abondante. Bien entendu nos calculs ne peuvent
pas permettre de l’assurer dans la mesure où si le piégeage a eu lieu dans des plané-
tésimaux relativement gros, le nombre de cage peut être faible bien que la glace soit
abondante.
4.2.5 Le cas d’Uranus et Neptune
Les données sur la composition globale d’Uranus et Neptune sont très peu abon-
dantes et comportent de grandes incertitudes. Néanmoins un phénomène intéressant
a lieu dans la haute atmosphère de ces deux planètes : NH3 (principal porteur d’azote
dans la stratosphère) se combine chimiquement avec H2S pour former des nuages de
NH4SH. Ce processus a été introduit pour expliquer la sous abondance de NH3 dé-
tectée sur les deux planètes (voir Gautier et al. (1995) pour une revue). Ceci nécessite
une très forte abondance de H2S, supérieure à celles de Saturne et a fortiori de Jupiter,
planètes ou la conversion de NH3 en NH4SH : elle est peu importante sur Saturne (B.
Bézard, communication personnelle) et pratiquement absente sur Jupiter. Pour expli-
quer la sous abondance de NH3 les modèles requièrent un rapport H2S/NH3 ∼ 10−100
(Gautier et al. 1995). Seul le le carbone (sous forme de méthane) a été mesuré sur ces
deux planètes, avec une abondance enrichie d’un facteur de l’ordre de 40. Pour les
valeurs observées, le lecteur intéressé pourra se référer à Gautier et al. (1995) pour une
revue sur la question. Nous considérerons ici que les enveloppes de ces deux planètes
ont la même composition, les mesures actuelles n’étant pas différentiables. Seuls CO et
HCN , molécules peu abondantes dans ces deux planètes, semblent plus abondantes
par respectivement un facteur 40 et un facteur 10 dans la stratosphère de Neptune que
dans celle d’Uranus (Marten et al. 1993).
L’absence de troisième phase lors de la formation de ces deux planètes rend la
méthode de calcul différente, les enrichissements ne pouvant pas être calculés par
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Fig. 4.6 – Enrichissements calcule´s dans Uranus et Neptune. A l’exception de l’oxyge`ne,
les e´le´ments dont le point n’apparaˆıt pas sont totalement absent en premie`re approxi-
mation.
rapport au moment de l’effondrement. Néanmoins, tous les éléments lourds étant pié-
gés dans le premier million d’années de la vie de la nébuleuse, sachant qu’une fois
piégés leur rapport est constant, l’enrichissement du carbone de 40 par rapport à sa
abondance solaire permet de déterminer les enrichissements de tous les autres élé-
ments.
Nous avons supposé que Uranus et Neptune étaient intermédiaires entre Jupiter et
Saturne du point de vue de la quantité de cages accessibles pour le piégeage. En
pratique la séquence de piégeage s’arrête après CO. Comme nous le verrons dans la
section suivante c’est, pense-t-on, également le cas pour les comètes.
L’absence d’effondrement, contrairement à Saturne, implique l’absence des élé-
ments non-piégés. Par conséquent en première approximation leur abondance est
nulle dans ces deux planètes. Les résultats du calcul sont montrés sur la figure 4.6.
Ainsi, le non-piégeage de l’azote moléculaire dans cette région de la nébuleuse,
phénomène également observé dans les comètes (voir la section suivante), est sans
doute à l’origine de la surabondance du soufre par rapport à l’azote dans les deux
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planètes.
4.2.6 Quelques Remarques
Le calcul de la composition des planètes géantes à partir de l’équation 4.22 est
extrêmement simple. Ce scénario et sa formalisation permettent en outre d’interpré-
ter les compositions globales des planètes géantes. La quantité de cages accessibles
semble varier radialement autour d’une valeur moyenne raisonnable (que nous appel-
lerons cométaire, voir la section suivante) avec un pic du nombre de cages accessibles
au niveau de Jupiter et un creux au niveau de Saturne.
Ce scénario est bien sûr à tester plus en détail. Malheureusement la seule façon de
le tester réellement est d’envoyer un spectromètre de masse dans l’enveloppe des trois
planètes encore presque vierges, Saturne, Uranus et Neptune. Si ces missions viennent
un jour, les tests clefs du scénario, qui sont les implications annexes de ces calculs sont
les suivants :
Saturne : Argon et krypton solaires alors que le xenon serait enrichi par un facteur de
l’ordre de 20.
Uranus et Neptune : Argon et krypton quasi-absents alors que le xenon serait enrichi
par un facteur de l’ordre de 50.
4.3 Application a` la formation des come`tes
Le calcul de la composition des comètes est assez semblable au calcul pour les
planètes géantes, à deux exceptions près :
- Les abondances et enrichissements sont calculés par rapport à l’eau.
- Le calcul d’abondances d’éléments minoritaires (seulement partiellement piégés)
requiert l’utilisation de l’équation implicite 4.17.
Iro et al. (2002) ont effectué une étude exhaustive de la composition des comètes
en les différents éléments dont nous connaissons les clathrates. Je ne reprendrai pas
ici la totalité des calculs et j’invite le lecteur intéressé à se référer à l’article d’Iro et al.
(2002) en annexe du présent manuscrit.
Une caractéristique remarquable des comètes réside dans la très faible abondance
de N2 par rapport à CO (Cochran et al. 2000). Plus précisément, l’ion N+2 n’a été dé-
tecté que dans deux comètes (Bradfield et Halley) et n’a pas été détecté dans les
comètes Hale-Bopp et De Vico, alors que l’ion CO+ est lui toujours clairement détecté
et abondant. Les calculs indiquent que le rapport N2/CO doit être peu différent du
rapport N+2 /CO
+ (Wyckoff et al. 1991). Quantitativement le rapport N/C semble être
inférieur de 3 à 4 ordres de grandeur au moins à sa valeur solaire (Cochran et al. 2000).
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Fig. 4.7 – Proportion de N2 pie´ge´ en fonction du nombre de cages accessibles exprime´
en nombre de cages ne´cessaires pour pie´ger tout CO.
Reprenons l’approche de l’équation 4.17 en identifiant l’élément 1 à CO et l’élé-
ment 2 à N2. Etudions la dépendance du piégeage différentiel en fonction du nombre
de cages accessibles (après piégeage des éléments précédents dans la séquence de
piégeage montrée sur la figure 4.3). Pour ce faire notons Ntot = xNCO. L’équation 4.16
devient alors :
y(Tc) =
PCO
PN2
( x
1− P0PCO e
−κ∞+
∆rH
0
R Tc
− 1
)
(4.35)
Cette nouvelle expression permet de calculer à l’aide de la relation implicite 4.17
la proportion de N2 piégée en fonction de x. La figure 4.7 montre le résultat de ce
calcul en prenant des valeurs raisonnables pour les pressions fictives PCO = 5 10−11 bar
et PN2 = 10
−11 bar. Ce résultat est un peu différent de celui trouvé par Iro et al. (2002),
l’approche thermodynamique étant plus radicale que la physique statistique.
Si nous supposons que la glace reste répartie uniformément pendant toute la for-
mation du système solaire externe, qu’elle s’enrichit par rapport aux autres éléments
par une quantité donnée par l’équation 4.22 et si nous supposons que toutes les cages
sont accessibles pour la clathration des éléments, la séquence de piégeage s’arrête
pendant le piégeage de CO. En l’occurence seulement 47% du CO sera piégé. Dans
ce cas, d’après la figure 4.7, aucune molécule de N2 ne pourra être piégée. Bien en-
tendu cette valeur nulle est à prendre avec des pincettes ! Les comètes sont formées
d’aggrégats de grains formés éventuellement dans des endroits différents de la nébu-
leuse. Les valeurs mesurées résultent donc d’une moyenne sur les différents grains ayant
pu piéger plus ou moins CO et donc éventuellement certains, tout comme Jupiter, ont
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pu piéger N2. D’autre part il est probable (Barge and Sommeria 1995, Tanga et al. 1996,
Chavanis 2000) que les comètes (ainsi que les protoplanètes) se soient formées dans
des tourbillons anticycloniques à grande échelle. Ces vortex sont capables de concen-
trer efficacement les solides et en particulier mener l’abondance de glace à un niveau
très supérieur (de plusieurs ordres de grandeur) à l’abondance moyenne (calculée en
supposant comme précédemment qu’elle est répartie uniformément dans la nébu-
leuse). Cet effet de concentration est à son tour à contraster avec le fait évident que
la croissance des grains et des planétésimaux glacés ferme rapidement l’accès aux
cages cristallines de la maille de glace. Ainsi ces deux effets peuvent faire fluctuer
beaucoup la quantité de cages accessibles, la concentration de la glace dans les
vortex de Rossby l’augmentant, la croissance des planétésimaux la diminuant. Les ob-
servations de comètes semblent montrer cet effet : l’abondance de CO par rapport à
H2O variant d’une comète à l’autre de 0.5% à 26% (Iro et al. 2002).
4.4 Le cas des come`tes de Kuiper
La section précédente traitait du cas des comètes du nuage de Oort (Oort 1950),
formées vraisemblablement dans la région des planètes géantes puis expulsées par
celles-ci. Il est naturel de s’interroger sur le cas des comètes de la ceinture de Kuiper.
Les comètes formées plus loin que l’orbite de Neptune n’ont pas été perturbées
aussi efficacement par les planètes géantes que les comètes du nuage de Oort. La
structure de la ceinture de Kuiper montre que les résonances avec Neptune ont vrai-
semblablement excité les excentricités et les inclinaisons de ces comètes, alors que
les collisions ne sont pas assez fréquentes pour régulariser les orbites des corps excités
(voir par exemple Morbidelli et al. 1995 ou Levison and Duncan 1993). Ainsi l’effet des
planètes géantes est vraisemblablement à l’origine de la différence entre comètes de
Oort et comètes de Kuiper.
Nous pouvons donc supposer qu’à l’origine les comètes de Oort et de Kuiper se
sont formées de façon similaire et que les planètes géantes auraient séparé les co-
mètes en deux populations : les comètes très perturbées, celles de Oort, formées dans
la région des planètes géantes, et les comètes dont les orbites avaient un temps de
vie plus long, les comètes de Kuiper, qui sont restées dans le disque.
La spectroscopie des objets de Kuiper commence à donner ses premiers résultats
(voir par exemple Barucci et al. 2002 et Barucci et al. 2001), mais étant donnée leur très
faible luminosité, leur composition reste presque inconnue. La mission Rosetta devrait
lever le voile sur ces objets lorsqu’elle atteindra la comète Wirtanen en 2011. Sans in-
formation supplémentaire, nous pouvons proposer trois possibilités pour la composition
de ces objets :
1 La nébuleuse était assez chaude dans la région de formation des objets de Kuiper
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pour que la glace se soit recondensée sous forme cristalline. Si elle n’a jamais at-
teint des températures plus basses que 30 K, les objets de Kuiper sont semblables
aux comètes de Oort. En particulier, N2 y est presque absent.
2 La nébuleuse était assez chaude dans la région de formation des objets de Kuiper
pour que la glace se soit recondensée sous forme cristalline. Si la nébuleuse a
atteint des températures plus basses que 30 K à la fin de sa vie, les comètes de
Oort ont été éjectées avant cette phase alors que les comètes de Kuiper sont
restées, ont subi cette phase, et les éléments non-piégés ont pu se condenser.
En particulier N2 y est alors présent, légèrement sous-abondant par rapport à CO
mais dans des quantités raisonnable (seulement de l’ordre de 10 fois moins).
3 La nébuleuse n’a jamais atteint la température de volatilisation de la glace amorphe
interstellaire. Dans ce cas le mécanisme de piégeage sous forme de clathrates
est impossible. Alors, les éléments ont pu s’adsorber sur la glace amorphe selon
le mécanisme proposé par Owen and Bar-Nun (1995). Je renvoie le lecteur à la
référence précédente pour les implications d’un tel processus.
4.5 Conclusions
L’approche très simple développée dans ce chapitre permet d’interpréter les pro-
priétés chimiques moyennes des objets du système solaire externe. Bien que l’extrême
simplicité du formalisme ne permette pas d’avoir une confiance absolue dans les abon-
dances calculées, celui ci permet de dégager les processus clefs à l’origine de la
composition du système solaire externe. D’autre part il permet d’expliquer les abon-
dances mesurées précisément dans Jupiter par Galileo. Une question majeure surgit
alors : pourquoi l’équation 4.22 reproduit-elle aussi précisément les mesures de Jupiter,
un objet dont on connaît précisément la composition ? En effet elle réside implicite-
ment sur une hypothèse de croissance instantanée des planétésimaux qui semble a
priori peu raisonnable. La solution réside peut-être dans l’accumulation de solides dans
les tourbillons anticycloniques de la nébuleuse. En effet l’équation 4.22 ne s’appuie pas
tant sur une croissance instantanée des planétésimaux que sur un découplage des so-
lides de la dynamique moyenne du gaz. C’est exactement l’effet d’un tourbillon de
Rossby.
Il est d’autre part frappant de voir à quel point cette quantité de cages acces-
sible, qui semble être à elle seule en mesure d’interpréter une grande part des pro-
priétés chimiques du système solaire externe, peut fluctuer dans l’espace et le temps.
Ces fluctuations sont à petite échelle, celle des comètes, mais aussi à beaucoup plus
grande échelle, celle des planètes et semblent alors plus fortes encore, les deux pla-
nètes Jupiter et Saturne étant les deux extrêmes en composition du système solaire sur
une échelle graduée en nombre de cages accessibles.
Les fluctuations turbulentes, plausibles parentes de ces variations observées dans le
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système solaire, sont alors nécessaires. Les modèle de disque développé au chapitre 3
était basé sur une approche de champ moyen où pour modéliser la turbulence dans
la nébuleuse le choix avait été fait d’y exclure toute fluctuation. Il semble nécessaire
de développer un nouveau modèle de turbulence pour la nébuleuse où ces fluctua-
tions seront calculées afin à terme de comprendre l’origine des immenses variations de
propriétés chimiques que semblent nous montrer les objets du système solaire externe.
L’approche RDT développée au chapitre 2 semble être un bon candidat.
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Chapitre 5
Un nouveau mode`le turbulent
pour les e´coulements cisaille´s
La nécessité d’un calcul d’une grande gamme d’échelles spatio-temporelles sou-
levée au chapitre précédent m’a conduit à implémenter mon approche SES de la RDT
pour les écoulements cisaillés. Ce chapitre présente l’implémentation prototype de la
SES dans l’écoulement cisaillé formellement le plus simple : l’écoulement de Couette
plan. Les équations de base pour l’implémentation dans l’écoulement de Couette-
Taylor (écoulement de laboratoire le plus proche de la nébuleuse solaire primitive) y
sont également données. Nous développerons en fin de chapitre l’analogie entre les
écoulements en rotation différentielle et la convection en présence d’un cisaillement
moyen. Cette analogie, déjà utilisée dans l’introduction, s’avère un puissant allié dans
notre quête de la compréhension de la turbulence dans la nébuleuse solaire primitive.
5.1 Principe de la SES
La SES (pour Small Eddy Simulation) est un cas particulier de la RDT utilisant une
approche à mi-chemin entre l’approche grandes échelles (le filtre utilisé est spatial) et
l’approche de champ moyen (le filtre utilisé est idem-potent 1, tout comme les moyennes
d’ensemble). La SES s’apparente aux modèles de Langevin de la turbulence : elle est
fondée sur un forçage stochastique des modes non-normaux du système sous-filtre 2.31,
générant des tensions de Reynolds utilisées pour faire évoluer l’équation pour les gran-
deurs filtrées 2.19.
5.1.1 Imple´mentation
Dans le cas des écoulements cisaillés, l’écoulement moyen se fait dans une direc-
tion privilégiée que nous noterons 1 (La direction du mouvement des plaques dans un
écoulement de Couette plan, la direction du gradient de pression dans un écoule-
ment de Poiseuille ou la direction azimutale dans un écoulement de Couette-Taylor ou
dans la nébuleuse) et celui-ci ne varie ne varie que dans une direction perpendiculaire,
1En le notant < >, il ve´rifie la proprie´te´  =< >.
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notée 2 (la direction perpendiculaire dans les écoulements plans, la direction radiale
dans un écoulement de Couette-Taylor ou dans la nébuleuse). La troisième direction
est la direction du rotationnel de la vitesse (la vorticité), elle sera notée 3. Pour simu-
ler ces écoulements il convient de choisir un domaine d’intégration adapté. Le choix
classique consiste à utiliser les bornes physiques dans la direction 2 et supposer que les
directions 1 et 3 sont périodiques. La périodicité azimutale des écoulements en rotation
différentielle est évidente, mais pour le cas de la nébuleuse solaire primitive, la pério-
dicité dans la direction 3 (celle du vecteur rotation) est bien entendu très contestable.
Le cas de la nébuleuse solaire primitive présente de grandes similitudes avec celui de
l’écoulement de Couette-Taylor. Pour son traitement en RDT j’assimilerai en première
approximation la nébuleuse solaire primitive à un écoulement de Couette-Taylor2.
Pour étudier les écoulements cisaillés, j’ai choisi d’utiliser le filtre suivant :
< >=
1
(2pi)2
∫
dx1dx3 (5.1)
Ce filtre possède quelques propriétés intéressantes :
- Il commute avec les dérivées et la transformation de Gabor (grâce aux propriétés
de symétrie de la configuration spatiale utilisée), donc de génère pas de termes
de surface dans les équations.
- Il fournit une information à grande échelle très semblable aux approches de champ
moyen. Le champ moyen est obtenu avec une moyenne temporelle du champ
filtré sur un temps raisonnablement court.
- Ce filtre est idem-potent, c’est à dire que  =< >. Cette propriété fait disparaître
les termes Viv′j et v
′
iVj des équations 2.19 et 2.20.
- Le fait que le champ filtré soit composé d’une unique composante dans une di-
rection perpendiculaire à son gradient fait disparaître les termes ViVj et ViVj des
équations 2.19 et 2.20.
Ces deux dernières propriétés devraient en principe rendre le terme Fi rigoureuse-
ment nul. Il est néanmoins évident que ça ne peut pas être le cas. En effet ce filtre ne
fait pas disparaître la cascade d’énergie, il le concentre dans les termes locaux. Pour
ce filtre particulier la modélisation du terme local doit se faire non seulement en ajou-
tant une viscosité turbulente, mais aussi en ajoutant un forçage car les termes locaux
sont ici seuls porteurs du transfert d’énergie.
Par symétrie le champ de vitesse filtré consiste en une unique composante de la
vitesse V1 variant selon l’unique direction non intégrée x2.
J’ai nommé cette approche de la RDT, a mi-chemin entre les approches grandes
échelles et champ moyen du point de vue de la séparation de variables, SES (pour
2Pour les approches de champ moyen avec viscosite´ turbulente, beaucoup de travail existe dans la
litte´rature et ce cas sera traite´ au chapitre suivant.
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Small Eddy Simulation, ou simulation des petites échelles) car la grande simplicité du
champ filtré le rend très léger à simuler, alors que les échelles sous-filtre sont quand à
elles assez gourmandes relativement, à l’opposé de l’approche grandes échelles où
ce sont les petites échelles qui sont exprimées simplement.
Une autre particularité de l’approche SES réside dans l’utilisation particulière de la
transformation de Gabor. En effet le poids de Gabor choisi est le suivant :
f(x1, x2, x3) =
1√
2piλ
e−
x2
2
2λ2 (5.2)
Ce poids particulier rend la transformation de Gabor très semblable à une transfor-
mation de Fourier dans les deux directions 1 et 3, alors qu’elle conserve son caractère
particulier pour la direction 2. Grâce à ces propriétés, d’une part tous les termes dits
de surfaces sont nuls, d’autre part les propriétés 2.25 et 2.27 sont vérifiées.
Forc¸age et viscosite´ turbulente
Ainsi que nous l’avons déjà vu, ces deux termes ont une influence mineure sur la
dynamique et les effets de phase du problème. Ils sont toutefois responsables de la
cascade d’énergie. Puisque l’équation sous-filtre est exprimée dans l’espace de Ga-
bor, nous pouvons utiliser une viscosité turbulente spectrale analogue à celle donnée
par l’équation 2.10. Néanmoins, la viscosité turbulente introduite dans l’équation 2.31
n’est pas une viscosité turbulente semblable à celles précédemment débattues. En
effet elle ne modélise que le terme local de l’équation sous-filtre alors que les viscosités
turbulentes classiques modélisent le terme non-linéaire dans sa totalité. Dans ce cas la
viscosité turbulente utilisée est donnée par :
νT = K
√
CK
1/3k−4/3 (5.3)
où K est une constante que nous appellerons constante de Kraichnan (extrapolée de
Kraichnan (1987)), représentant dans notre cas une estimation du rapport v ′/v. L’équi-
valent spectral du filtre 5.1 présente deux fréquences de coupure : k1 = k3 = 0 et
k2 ' 1/λ. Sans pouvoir l’exprimer avec certitude, la théorie de Kolmogorov (1941) per-
met de s’assurer que la dépendance en nombre de Reynolds de la constante de
Kraichnan est :
K ' ARe−9/4 (5.4)
Le préfacteur est alors un paramètre libre dont l’influence est très modeste.
Il n’existe pas à ma connaissance d’expression générale du forçage turbulent. Néan-
moins son spectre (donc son amplitude) doit vérifier une équation de conservation de
l’énergie moyenne (voir par exemple Canuto and Dubovikov (1996)) :
F 2
k
= 2νT k
2E(k) (5.5)
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où E(k) est le spectre d’énergie, supposé de Kolmogorov, donc donné par l’équa-
tion 2.9.
Dans le cas de la SES, la phase du forçage est déterminée aléatoirement en s’as-
surant simplement de son caractère incompressible (solenoïdal). Ce forçage aléatoire
apparente la SES aux modèles dits de Langevin de la turbulence consistant à étudier
les modes non normaux du système linéaire 2.31.
5.2 Ecoulement de Couette plan
5.2.1 Ge´ne´ralite´s
L’écoulement de Couette plan est l’écoulement cisaillé le plus simple. Dans sa
forme théorique, ce sont deux plaques infinies se déplaçant dans la même direction
en sens opposé, entre lesquelles se trouve le fluide. Sa version expérimentale est un
ruban fermé en rotation comme montré sur la figure 5.1.
Fig. 5.1 – Sche´ma de l’e´coulement de Couette plan expe´rimental (D’apre`s Bottin (1998)),
et e´coulement moyen laminaire the´orique.
Appelons x la coordonnée respectivement dans le sens de mouvement des parois,
y celle perpendiculaire aux parois et z la dernière direction de telle sorte que la base
soit orthonormée, et u, v, w les composantes de la vitesse suivant chacune des coor-
données, en gardant les conventions précédemment utilisées (lettres capitales pour
les quantités filtrées, primes pour les quantités sous-filtre).
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Quelques proprie´te´s de l’e´coulement laminaire
Par symétrie et invariance par translation, il est aisé de s’assurer que l’écoulement
laminaire ne peut se faire qu’en x, direction à laquelle nous associerons la vitesse U et
que cette vitesse ne peut varier que selon y.
Il est alors aisé de s’assurer que le champ de vitesse laminaire de l’écoulement est
simplement donné par :
U(y) = U(−L/2) + U(+L/2)− U(−L/2)
L
y (5.6)
où y est la coordonnées sur l’axe perpendiculaire aux parois, −L/2 et +L/2 sont les
deux limites en y (la position des deux parois).
Il est souvent plus simple d’utiliser des variables dédimensionnées
y =
2y
L
(5.7)
t =
tU
L
(5.8)
de telle sorte que les parois soient en y = ±1 et la vitesse des deux parois soit U = ±1.
Quelques proprie´te´s de l’e´coulement turbulent
L’écoulement de Couette plan est par certains aspects un cas d’école de la turbu-
lence cisaillée. La figure 5.2 montre le champ de vitesse moyen issu d’une simulation
directe à Re = 1300 (Bech et al. 1995).
L’équation pour le champ moyen U est simplement donnée par :
∂tU + ∂y < uv >= ν∂
2
yU (5.9)
où u et v sont les vitesses fluctuantes dans la direction de l’écoulement moyen et
dans la direction perpendiculaire aux murs respectivement, et <> la moyenne définis-
sant le champ moyen, à savoir une moyenne statistique. Si l’hypothèse d’ergodicité est
vérifiée, la moyenne statistique est équivalente à une moyenne temporelle et l’écou-
lement moyen est donné par :
ν∂yU− < uv >= ν∂yU
∣∣∣
y=±1
(5.10)
Cette relation permet à elle seule de bien comprendre quelques propriétés de la
turbulence dans l’écoulement de Couette plan. Définissons le nombre sans dimension :
Λ(y) = −< uv > (y)
ν∂yU(y)
(5.11)
Ce nombre s’apparente formellement à un nombre de Reynolds, il est construit de
manière identique. En effet le nombre de Reynolds est une estimation dimensionnelle
du rapport du terme non-linéaire sur le terme visqueux. D’après la loi de similitude de
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Fig. 5.2 – Champ de vitesse turbulent moyen dans une simulation directe a` Re = 1300
(D’apre`s Bech et al. (1995)), trait plein, et champ moyen laminaire correspondant, tirets.
Reynolds (Reynolds 1883) Λ est une fonction du nombre de Reynolds. Sachant que le
taux de transfert d’énergie des échelles filtrées vers les échelles sous-filtre est donné
par :
 = τij∂jUi− < u′iu′j > ∂jUi (5.12)
et qu’en moyenne en turbulence tridimensionnelle le transfert d’énergie se fait vers
les nombres d’onde croissants, Λ est une fonction positive, nulle aux bords. Par ailleurs,
sa limite lorsque le nombre de Reynolds tend vers le nombre de Reynolds critique est
nulle. Nous pouvons alors en déduire que Λ est une fonction positive croissante du
nombre de Reynolds. Ces arguments très simples permettent alors de comprendre le
comportement du champ moyen lorsque l’écoulement est turbulent :
- Au centre du canal, Λ est positif et croît avec le nombre de Reynolds : la turbulence
diminue le gradient de la vitesse moyenne et le fait tendre vers 0 quand le nombre
de Re devient infini.
- Près des parois, les conditions aux limites imposant à Λ d’être nul sur les parois, le
gradient est au contraire augmenté pour compenser sa faible valeur au centre
de l’écoulement et deux couches limites s’y développent. Sur les parois les fluc-
tuations turbulentes sont par conditions aux limites nulles. Les échelles turbulentes
sont contraintes par la présence des murs et ne peuvent atteindre leur taille maxi-
male qu’au centre du canal. Ceci constitue une interprétation heuristique du
comportement de la turbulence dans un écoulement cisaillé borné.
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5.2.2 Simulation SES de l’e´coulement
En utilisant le filtre de la SES défini au chapitre 2, l’équation pour l’unique compo-
sante filtrée U est :
∂tU + ∂y < uv >= ν∂
2
yU (5.13)
Remarquons que cette équation est rigoureusement identique à l’équation 5.9 du
champ moyen de l’écoulement dans une approche RANS, ce qui illustre assez bien la
polyvalence du filtre de la SES.
D’autre part, le système sous-filtre se déduit simplement de l’équation 2.31 :
x˙ = U
y˙ = 0
z˙ = 0
k˙x = 0
k˙y = −kxS (5.14)
k˙z = 0
u˙ = 2
k2x
k2
Sv − Sv − (ν + νT )k2u + Fu
v˙ = 2
kxky
k2
Sv − (ν + νT )k2v + Fv
w˙ = 2
kxkz
k2
Sv − (ν + νT )k2w + Fw
où S = ∂yU est le cisaillement. La viscosité turbulente est exprimée à partir de
l’équation 5.3, le forçage à partir de l’équation 5.5 avec le  donné par l’équation
5.12.
Algorithme
Les variables du système et leurs conditions initiales sont résumées dans le tableau
5.1.
Variable Notations Valeur initiale
Champ de vitesse filtre´ U(y) U(y) = y
x Ale´atoire entre 0 et 2pi
Positions des particules y Ale´atoire entre −1 et 1∗
z z = 0∗
kx Ale´atoire
∗
Nombres d’onde des particules ky Ale´atoire
∗
kz Ale´atoire
∗
u u = 0
Vitesses des particules v v = 0
v v = 0
Tab. 5.1 – De´finition et conditions initiales des diffe´rentes du syste`me (∗ voir texte).
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Certains cas particulier méritent précision :
- Le tirage aléatoire en y se fait suivant un poids Φ(y) donné par Φ(y) = Re3/4−1/(1−|y|)
si |y| < 1 − Re−3/4 et Φ(y) = 0 sinon. Ceci permet d’exclure la particules de la
couche limite laminaire en évitant de la sorte les problèmes de conditions aux
limites pour les particules. Le poids est normalisé en fonction du nombre de parti-
cules pour assurer
∫
Φ(y)dy = 1
- Les nombres d’onde kx et kz sont indépendants du temps dans ce formalisme. D’autre
part, les modes les plus stables sont ceux ayant un kx et un kz faible. C’est pour-
quoi pour ne pas disperser les ressources informatiques ces nombres d’onde sont
tirés de telle sorte que k2x + k
2
z < k
2
H , où kH est un nombre d’onde libre, petit, que
j’ai pris en pratique égal à 10.
- Le nombre d’onde ky est tiré de manière aléatoire entre le nombre d’onde 1/λ où
λ est l’échelle du poids de Gabor et le nombre d’onde Re3/4 correspondant à
l’échelle de dissipation (échelle de Kolmogorov). Son signe est aléatoire.
- La variable z ne joue aucun rôle dans ce formalisme. Je l’ai alors considérée comme
nulle. Pour étudier l’évolution d’un scalaire passif dans l’écoulement il serait né-
cessaire de la prendre en compte.
Une fois les conditions initiales déterminées, l’algorithme se décompose ainsi :
1 Détermination du pas de temps : dt = KCFL×1/S où KCFL est une constante (condi-
tion de Courant) dépendant de l’algorithme d’intégration que j’ai préféré sous
estimer. J’ai pris KCFL = 0.2, alors que mon algorithme ("leapfrog") supporte faci-
lement un KCFL = 0.7.
2 Tirage aléatoire de la phase du forçage : Tirage d’un champ aléatoire bidimension-
nelle avec une longueur de cohérence prise égale à 1/kH . Les valeurs de ce
champ varient entre −1 et 1.
3 A partir de la position y de chacune des particules, détermination du  correspon-
dant (à partir de l’équation 5.12). Pour le premier pas de temps j’ai pris epsilon =
U3/L c’est à dire 0.5 dans mes unités.
4 Détermination de la viscosité turbulente directement pour chaque particule.
5 Détermination du forçage : multiplication de la phase réelle du champ tiré lors de
l’étape 2 par l’amplitude spectrale donnée par l’équation 5.5.
6 Intégration du système 5.15 pour chaque particule à l’aide d’un schéma de type
leapfrog3
7 Par périodicité, recentrage des particules sortant de l’espace réel. Les particules
ayant un ky dont la valeur absolue sort du domaine [1/λ,Re3/4] subissent la trans-
formation ky = −ky sans modification d’amplitude pour leur vitesse.
8 Reconstruction du terme < uv > par transformation de Gabor inverse et application
du filtre 5.1.
3Le sche´ma leapfrog est le suivant : supposons que nous inte´grons f˙(t) = A(t), la valeur de f au
temps t + dt est donne´e par f(t + dt) = f(t)− 0.5A(t− dt)dt + 1.5A(t)dt.
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9 Intégration de l’équation 5.13 par un schéma de Crank-Nicholson (schéma adapté
pour les équations de diffusion (Press, Teukolsky, Vetterling and Flannery 1992)).
Quelques re´sultats pre´liminaires
Les résultats de cette méthode inédite sont très prometteurs. Néanmoins le code de
calcul lui même nécessite encore quelques développements pour le perfectionner. En
effet, l’inconvénient de cette approche particulaire réside dans le fait que la recons-
truction du champ de vitesse sur le maillage des grandes échelles, qui devrait théori-
quement donner des vitesse exactement nulles, garde des fluctuations statistiques et
ne l’est pas. Pour le moment ce problème est résolu en reconstruisant le champ sur
un maillage plus fin que celui réellement utilisé pour l’intégration de l’équation 5.13 et
en le moyennant pour l’y ramener. Cette méthode peu satisfaisante permet d’obtenir
des résultats préliminaires intéressants, mais n’est pas viable et devra être abandonnée
avant le portage du code vers des géométries différentes.
Les résultats préliminaires du code sont les suivants, pour une simulation à un nombre
de Reynolds de 3000 :
Fig. 5.3 Champ moyen turbulent : moyenne temporelle du champ de vitesse U(y).
Fig. 5.4 Champ de vorticité à petite échelle : montre la coexistence de régions lami-
naires et de régions turbulentes. Les structures sont plus marquées près des parois.
Fig. 5.5 Densité de probabilité d’incrément de vitesse entre deux points séparés par
une distance l = 0.05 (sachant que les deux plaques sont séparées par une dis-
tance égale à 2). L’écart à la gaussienne est la conséquence de la présence de
structures cohérentes dans l’écoulement.
5.3 Ecoulements en rotation diffe´rentielle
5.3.1 Cas incompressible : l’e´coulement de Couette-Taylor
L’écoulement de Couette-Taylor est un écoulement entre deux cylindres coaxiaux
tournant chacun avec sa vitesse angulaire propre. Nous ne dédimensionnerons pas les
variables dans cet écoulement. Les trois variables d’espace sont
R variant entre Ri, rayon du cylindre intérieur, et Ro, rayon du cylindre extérieur, asso-
ciée à la vitesse sous filtre u.
θ variant entre 0 et 2pi, associée à la vitesse filtrée V et à la vitesse sous-filtre v.
z supposée périodique, varier entre 0 et 2pi et associée à la vitesse sous-filtre w
Les équations de la SES pour l’écoulement de Couette-Taylor sont très semblables
à celles pour l’écoulement de Couette plan. L’équation pour le champ de vitesse filtré
est :
∂tV +
1
R
∂RR < uv >= ν∂R
1
R
∂RRV (5.15)
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Fig. 5.3 – Champ de vitesse moyen dans une simulation pour un nombre de Reynolds
de 3000 (trait plein) et champ de vitesse laminaire correspondant (tirets).
Fig. 5.4 – Champ de vorticite´ ωz = ∂xv − ∂yu dans une simulation pour un nombre de
3000.
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Fig. 5.5 – Densite´ de probabilite´ d’incre´ment de vitesse entre deux points espace´s par
une distance l = 0.05 dans une simulation pour un nombre de Reynolds de 3000 (cercles)
et une gaussienne pour comparaison (trait plein).
Le système sous filtre dans l’espace de Gabor est :
R˙ = 0
θ˙ = Ω
z˙ = 0
k˙r = −kθS
k˙θ = 0 (5.16)
k˙z = 0
u˙ = 2
krkθ
k2
(Ω + S)u + 2Ω
(
1− k
2
r
k2
)
− (ν + νT )k2u + Fu
v˙ = 2
k2θ
k2
(Ω + S)u− 2krkθ
k2
Ωv − (2Ω + S)u− (ν + νT )k2v + Fv
w˙ = 2
kθkz
k2
(Ω + S)u− 2krkz
k2
Ωv − (ν + νT )k2w + Fw
où Ω = V/R et S = R∂RΩ.
L’implémentation numérique de ces équations reste encore à faire.
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5.4 Une analogie entre la convection en pre´sence d’un ci-
saillement et l’e´coulement de Couette-Taylor
On sait depuis Bradshaw (1969) qu’une analogie parfaite existe entre les équations
du mouvement d’un fluide en rotation différentielle et celles d’un écoulement stratifié
en présence d’un cisaillement. Dubrulle and Hersant (2002) ont étendu cette analogie
aux lois d’échelles de transport turbulent dans les deux systèmes et ont pu à partir des
lois d’échelles calculées en convection turbulente prédire les lois d’échelles de l’éner-
gie dissipée dans l’écoulement de Couette-Taylor. L’extension de l’analogie utilise une
approche de type RDT. Nous avons déjà utilisé ces résultats en introduction pour inter-
préter les luminosités de disques observées.
Pour l’écoulement en rotation différentielle, les notations sont celles utilisées dans
tout le manuscrit. L’écoulement convectif en présence d’un cisaillement sera décrit
comme suit :
- Les deux "plaques" où la température est fixée sont en z = 0 et z = H.
- L’écoulement moyen U se fait dans la direction x et varie en fonction de z.
- La température moyenne est notée T , la température sous filtre τ ′.
- On note β = − 1ρ∂T ρ le coefficient de dilatation thermique du fluide.
J’invite le lecteur à se référer à l’article Dubrulle and Hersant (2002) reporté en
annexe pour les détails de l’analogie. Les variables analogues sont montrées dans la
table 5.2.
Convection Rotation diffe´rentielle
z R
x θ
∂zU R∂RΩ
βg 2Ω
R
k2
θ
k2
θ
+k2z
∂zT 1R∂R(R2Ω)
w u
τ ′ (rv − wkθ/kz)
Tab. 5.2 – Grandeurs analogues entre l’e´coulement de Couette-Taylor et la convection
en pre´sence d’un cisaillement.
Cette analogie est très utile pour notre problème. En effet elle rend la nébuleuse
solaire primitive similaire (peut être pas analogue car la nébuleuse est stratifiée) à un
écoulement bien mieux connu : l’atmosphère, un écoulement convectif en présence
de cisaillement présentant de nombreux régimes différents (régime "jour" où le sol est
chaud, analogue au Couette-Taylor sujet à l’instabilité centrifuge et régime "nuit" où
le sol est froid, analogue au Couette-Taylor stable vis-à-vis de l’instabilité centrifuge).
Ainsi l’atmosphère peut, par certains aspects, être le laboratoire rêvé pour étudier la
nébuleuse solaire primitive. Incidemment, l’analogue du nombre de Reynolds dans les
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écoulements en rotation différentielle est le nombre de la racine carrée du nombre de
Rayleigh dans les écoulements convectifs (à quelques facteurs correctifs près, voir Du-
brulle and Hersant 2002). La couche limite atmosphérique est un écoulement à grand
nombre de Rayleigh susceptible d’apporter de précieuses informations sur la nébu-
leuse solaire primitive.
L’exploitation de cette analogie n’a pas encore été menée de façon exhaustive.
Quelques exemples de résultats qu’elle peut apporter ont été présentés en introduc-
tion, mais l’exploitation de données atmosphériques pour prédire certaines caractéris-
tiques de la turbulence dans la nébuleuse solaire primitive est un travail prometteur qui
devrait permettre des avancées importantes dans notre compréhension de la nébu-
leuse.
Cette analogie devrait permettre de calibrer la méthode SES appliquée à l’écoule-
ment de Couette-Taylor et la nébuleuse solaire primitive. Ainsi, dans un avenir proche,
l’utilisation combinée de la SES et de l’analogie avec la convection devrait permettre
la naissance d’un modèle de la nébuleuse solaire primitive ayant les caractéristiques
suivantes :
- Pas de paramètre libre dans le calcul des échelles sous-filtre, ni dans l’équation d’évo-
lution du champ de vitesse, ni dans l’équation d’évolution des différentes quan-
tités scalaires couplées à l’écoulement (Température, grains, réactifs chimiques,
. . .).
- Une information multi-échelles de la turbulence.
- Un modèle calibré sur des données de l’atmosphére, dont les caractéristiques sont
mieux connues que celles des disques circumstellaires.
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Chapitre 6
Conclusion et perspectives
La turbulence dans la nébuleuse solaire primitive régit à elle seule tout le proces-
sus de la formation planétaire. Elle contrôle la structure thermodynamique du disque
et conditionne son évolution. Elle retarde la mise à l’équilibre des réactions chimiques
tout en augmentant le taux de réaction moyen en régénérant les réactifs. De plus les
structures turbulentes bidimensionnelles (tourbillons de Rossby) sont des lieux préféren-
tiels d’agglomération des planétésimaux. En d’autres termes, la turbulence contrôle
l’efficacité de presque tous les autres processus physiques.
L’approche de champ moyen de la turbulence dans la nébuleuse solaire primi-
tive permet de comprendre les grandes lignes de l’histoire de la nébuleuse. Néan-
moins l’essence même de cette approche limite les propriétés de la turbulence qui
peuvent être explorées. En particulier elle exclut l’étude explicite du rôle des structures
turbulentes fluctuantes dans la nébuleuse, tourbillons dont le temps de vie reste court,
mais qui sont perpétuellement recrées. Ainsi, à moins d’inclure a posteriori leur effet
au prix de nombreux paramètres libres supplémentaires (éventuellement plus que de
variables réelles), les structures turbulentes restent absentes de cette approche. Pour-
tant, si les grandeurs moyennes de la nébuleuse sont raisonnablement bien reproduites,
les objets du système solaire témoignent de l’importance de structures turbulentes lo-
calisées et temporaires. En particulier les planètes géantes montrent une grande va-
riété de compositions qui implique une variation spatio-temporelle de l’efficacité du
piégeage des gaz volatils dans ces objets : si Uranus et Neptune semblent être des
planètes "moyennes" de ce point de vue, Jupiter est le produit d’une très grande effi-
cacité du piégeage des volatils, alors que Saturne a incorporé bien moins de gaz que
la moyenne. De même, d’une comète à l’autre certaines molécules volatiles peuvent
varier par un facteur 10, telles CO et CH3OH par exemple.
Ces fluctuations sensibles dans les reliques de la nébuleuse que sont les planètes
et les comètes sont sans doute un ingrédient fondamentale de la formation du sys-
tème solaire. Il apparaît donc nécessaire de développer un modèle de la nébuleuse
solaire primitive dans lequel ces fluctuations et leurs implications seront explicitement
calculées. Une possibilité réside dans le modèle que j’ai appelé SES (pour Small Eddy
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Simulation, ou simulation des petites échelles turbulentes) qui semble bien adapté à ce
que nous comprenons aujourd’hui de la turbulence dans la nébuleuse. Son implémen-
tation dans les écoulements cisaillés a déjà conduit à un code numérique préliminaire
capable de calculer les quantités fluctuantes à toute échelle dans l’écoulement de
Couette plan. Il nécessite encore quelques développements afin de la stabiliser mais a
déjà fourni des résultats très satisfaisants et un comportement dynamique très sain.
Son adaptation aux écoulements en rotation différentielle est envisageable dans
un avenir proche et fait l’objet d’un projet post-doctoral que j’effectuerai sans doute
en collaboration avec l’équipe de l’Institut d’Astrophysique Théorique de Heidelberg.
Elle devrait tirer avantages de l’analogie entre les écoulements en rotation diffé-
rentielle et la convection en présence de cisaillement moyen. La calibration de du
modèle devrait d’effectuer en utilisant trois approches :
- Comparaison avec l’atmosphère en utilisant l’analogie
- Comparaison avec les données expérimentales de l’écoulement de Couette-Taylor
fournies par Denis Richard
- Calibration du modèle par le fractionnement du rapport D/H entre l’eau et l’hy-
drogène moléculaire mesuré dans le système solaire (météorites et comètes en
particulier).
Une fois ce modèle construit il devrait permettre de développer une approche
auto-consistente de la formation planétaire dont les différentes étapes seront calcu-
lées dynamiquement sans faire intervenir dans la mesure du possible d’intervention a
posteriori de phénomènes physiques oubliés. Ainsi, ce modèle comportera peu de pa-
ramètres libres et permmettra donc des prédictions plus sûres.
Il reste bien sur encore beaucoup de travail pour en arriver à ce stade, mais les pre-
miers résultats arriveront vite et cet objectif devrait pouvoir être atteint dans les années
à venir.
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Annexe G
Momentum transport and torque
scaling in Taylor-Couette flow
from an analogy with turbulent
convection
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